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RESUMO: Este trabalho aborda o estudo de um atuador linear para a-
plicação em compressores herméticos. Primeiramente, apresenta-se uma 
revisão básica sobre os aspectos gerais dos sistemas de refrigeração. 
Desenvolve-se a modelagem analítica do atuador, utilizando o modelo 
de relutância para cálculo do fluxo magnético e para obtenção da força 
eletromotriz induzida. O atuador é, então, modelado a partir das equa-
ções de Maxwell para o problema magnetostático. Essas equações são 
resolvidas usando-se o MEF com o auxílio de software. Devido à sime-
tria do atuador é usada a formulação axissimétrica em potencial vetor. 
Em seguida, apresenta-se a metodologia de cálculo desenvolvida nesse 
trabalho para projetar um atuador. O trabalho também mostra a metodo-
logia experimental e a bancada de testes utilizada durante as medições, 
onde se optou pelo conceito de acoplamento Back-to-Back dos motores 
avaliados. Além disso, métodos de otimização são estudados e o atuador 
proposto é otimizado com uma ferramenta de otimização baseada em 
algoritmos genéticos. Por fim, os resultados obtidos analítica e numeri-
camente são comparados com os resultados obtidos em medições expe-
rimentais. A boa concordância entre os resultados permite validar a me-
todologia de projeto proposta nesse trabalho.  
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ABSTRACT: The aim of this work is to study a linear actuator for the 
application in hermetic compressors. Firstly, a basic review on the gen-
eral aspects of refrigeration systems is presented, which is followed by 
the analytical modeling of the linear actuator, using the reluctance mod-
el for the magnetic flux and induced electromotive force calculations. 
The actuator is then modeled from Maxwell's equations for the magne-
tostatic problem, which are solved using the Finite Element Method 
supported by the software FEMM. Due to the symmetry of the actuator 
an axi-symmetric vector potential formulation is used. After that, the 
developed calculation procedure to design the actuator is presented, as 
well as the experimental methodology and the test bench used for the 
measurement of the prototypes performance, where the “Back-to-Back” 
coupling concept is chosen. Moreover, optimization methods are studied 
and the proposed actuator is optimized with an optimization tool based 
on genetic algorithms. Finally, the results obtained analytically and nu-
merically are compared to the results obtained in experimental mea-
surement. The good agreement between the results allows to validate the 
design methodology proposed in this work. 
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1.  Introdução 
Esse trabalho propõe estudar um atuador linear com ímãs perma-
nentes. Devido ao produto não ter sido lançado oficialmente, serão omi-
tidas algumas informações estratégicas quanto ao dimensional do motor 
e à frequência de operação. Porém, o texto contém bastante informações 
relevantes a esse trabalho proposto, como por exemplo, o tipo de atua-
dor estudado, o desempenho experimental, os resultados de simulações 
analíticas e numéricas, dentre outras considerações. 
1.1 Importância do motor linear 
Os atuadores elétricos lineares são dispositivos eletromecânicos 
que produzem movimentos curtos (menor do que poucos metros) unidi-
recionais ou bidirecionais. Pode ser considerado um motor elétrico por-
que tanto o atuador linear quanto o motor elétrico desenvolvem inter-
namente forças que resultam em movimento mecânico. Porém os moto-
res elétricos têm movimentos rotacionais e os lineares, como o próprio 
nome diz, possuem movimento linear [1]. 
Antes do advento dos motores lineares, os motores rotativos com 
conversores de movimento rotativo eram utilizados para obter-se movi-
mento linear. A grande vantagem do motor linear é não precisar de em-
breagem ou qualquer outro aparato para ter o movimento linear [2]. 
Os motores lineares podem ser classificados de acordo com sua 
forma [3]: 
 
• Plano ou tubular 
• Lado simples ou lado duplo (nesse caso para motores planos) 
• Com ranhura ou sem-ranhura 
• Com núcleo de aço ou ar 
• Fluxo transverso ou longitudinal 
 
Motores lineares operam pelo princípio de transporte magnético e 
podem ter os seguintes tipos de sistema de excitações: 
 
• Ímãs permanentes no dispositivo de movimento 
• Ímãs permanentes na armadura 
• Sistema de excitação eletromagnética com enrolamentos 
• Sistema de excitação com supercondutores 
2 
 
 
 
 
Algumas vantagens dos motores lineares comparados aos moto-
res rotativos são devidas a possuírem [4]: menos componentes mecâni-
cos, menos inércia da parte móvel, menos fontes de perda e menor fadi-
ga no mancal. 
Algumas aplicações de motores lineares podem ser exemplifica-
das como sendo: esteiras para transporte de produtos, levantador de 
massas, catapulta eletromagnética, impacto de carros (utilizado para 
simular colisões de paredes) etc. [2]. Além disso, conforme sugere esse 
trabalho, podem-se utilizar motores lineares em compressores aplicados 
em refrigeração.  
A vantagem da aplicação do atuador linear é o acoplamento dire-
to da parte móvel do motor ao pistão, não havendo perdas como nos 
motores rotativos cujo acoplamento utiliza biela. Adicionalmente, a 
presença de cargas laterais é minimizada porque a força de compressão 
que atua no mecanismo está alinhada com o eixo de movimentação [5].  
A aplicação do atuador linear em compressores usados em siste-
ma de refrigeração tem um ponto negativo, pois a amplitude do movi-
mento do deslocador está diretamente relacionada ao fluxo de fluido 
refrigerante a ser bombeado para o condensador, influenciando na capa-
cidade de refrigeração do sistema. Dessa forma é importante que o in-
versor tenha um controle rápido e preciso da tensão de barramento para 
evitar variações sensíveis na amplitude do deslocador. Portanto, se hou-
ver aumento da tensão o pistão pode bater na placa válvula provocando 
ruído e até quebra. Por outro lado se a tensão baixar haverá perda de 
capacidade de refrigeração. 
Verifica-se que há diversas formas e configurações de motores li-
neares. A escolha entre uma solução ou outra depende da aplicação, 
comprimento do motor, amplitude de deslocamento da parte móvel, 
temperatura (principalmente se utiliza ímãs permanentes), frequência de 
oscilação e eficiência energética. Outro critério de grande relevância é o 
custo da solução, pois conforme já comentado, em um sistema de refri-
geração o compressor tem um peso alto no custo total da solução. 
1.2 Motivação do trabalho 
A indústria de compressores para refrigeração possui margens de 
lucro bastante apertadas, sendo a imensa maioria dos produtos atuais 
commodities. Os motores usados nos compressores herméticos são os 
motores de Indução Monofásicos e os motores de Corrente Contínua do 
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tipo Brushless.  Esses motores estão há anos no mercado e estão sendo 
estudados em um nível bastante detalhado.  
Devido a novas oportunidades de negócios avaliadas pela empre-
sa, verificou-se através de estudos com auxílio de pesquisadores da Em-
braco e consultores externos, que o motor linear é uma ótima solução 
para compressores dependendo da faixa de frequência, volume do mo-
tor, potência e eficiência desejada. Além disso, sabendo que a eficiência 
energética é atualmente um assunto bastante discutido em fóruns mun-
diais e que os sistemas de refrigerações consomem cerca de 15% de toda 
energia elétrica gerada no mundo [6], verificou-se uma oportunidade 
ímpar de se utilizar ímãs permanentes no atuador linear. Apesar de seu 
custo elevado (principalmente para os ímãs de terras-raras - NdFeB) é 
possível ter ganhos expressivos de eficiência para um dado volume de 
matéria-prima, contribuindo diretamente para uma maior eficiência do 
sistema de refrigeração. 
O motor em questão também deve ter custo compatível com o 
compressor, relativo à matéria-prima e ao custo de transformação. O 
custo de produção tem um peso bastante forte na análise de viabilidade 
de um produto, porque representa 35% do custo final do compressor. 
Considerando os volumes de produção da Embraco, a necessidade anual 
poderá atingir milhões de unidades em poucos anos após o lançamento 
do produto. Dessa forma, aquilo que for possível simplificar no produto 
sem grande prejuízo no desempenho é uma opção interessante. 
Outro fator importante para a escolha da topologia do atuador li-
near é relativo ao diâmetro máximo do motor, pois deveria ser na ordem 
de alguns milímetros e com potência mecânica de 10W.  
1.3 Levantamento bibliográfico 
Existe bastante material disponível relacionado a motores linea-
res. Alguns são abrangentes [1, 2, 3, 7], fazendo uma revisão histórica 
da origem dos atuadores lineares, comentando os princípios básicos, 
técnicas de controle, sensoriamento, escolha de materiais, modelagem 
analítica e topologias mais adequadas para certas aplicações. Alguns 
autores mostram motores que não utilizam inversores e ligados direta-
mente à rede elétrica, utilizando uma eletrônica de baixo custo [8, 9].  
Há trabalhos comentando a vantagem de se utilizar motores linea-
res tubulares [4] porque são autocentrantes devido à simetria do fluxo 
magnético no entreferro. Os ímãs permanentes duros são bastante cita-
dos, pois são ímãs com alta energia acumulada e que aumentam o de-
sempenho dos atuadores [10, 11, 12]. A preocupação relativa à homoge-
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neidade da magnetização dos ímãs e suas influências aparece em [13]. 
Motores lineares e aplicações para compressores em refrigeração são 
vistas em [5, 9, 14]. 
Esse trabalho contempla otimização via algoritmos genéticos do 
motor linear proposto. Artigos são publicados sobre otimização de mo-
tores comentando suas vantagens [15]. Nesses trabalhos [10, 16, 17, 18, 
19, 20, 21] os autores empregam métodos e técnicas de otimização tanto 
para melhorar a relação de potência versus deslocamento quanto para 
aumentar eficiência e reduzir o custo. Normalmente os trabalhos apre-
sentados utilizam modelagem analítica para otimizar os motores e em 
alguns casos é feita comparação com simulações numéricas por elemen-
tos finitos e os resultados são validados experimentalmente. 
1.4 Proposta da dissertação, objetivos e justificativa 
Dando sequência às atividades realizadas até o presente momento 
na empresa, verificou-se a necessidade de um estudo mais profundo dos 
fenômenos elétricos e magnéticos relativos ao funcionamento do motor 
e suas peculiaridades, principalmente no cálculo da força. Conhecer a 
resultante da força é essencial, pois o cálculo da potência mecânica de-
pende da força e consequentemente a análise da eficiência do motor.  
Esse trabalho irá contemplar a modelagem analítica do motor li-
near com ímãs permanentes. Também será avaliado o desempenho atra-
vés do método de elementos finitos axissimétrico. As simulações serão 
validadas com resultados experimentais medidos em dinamômetro. A-
lém das atividades comentadas, será realizada uma otimização com to-
das as variáveis do motor através de metodologia a ser apresentada no 
trabalho.  
O objetivo desse estudo é conhecer mais profundamente o motor 
proposto, pois apesar de ter uma forma bastante simples, ainda não é 
utilizado pela indústria de compressores. Assim, acredita-se que eventu-
ais surpresas quanto ao desempenho e confiabilidade do atuador serão 
minimizadas ou eliminadas. Por fim, deseja-se garantir que o produto 
final tenha uma excelente relação de custo, potência e eficiência.  Tam-
bém se espera gerar conhecimento dessa topologia de motores dentro da 
empresa. 
Desse modo, justifica-se a realização desse trabalho. Além dessa 
tecnologia ser estratégica à empresa, irá contribuir para os conhecimen-
tos da comunidade acadêmica na área de motores lineares e auxiliará no 
desenvolvimento de motores mais eficientes. 
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1.5 Aspectos construtivos do motor estudado 
A Figura 1 ilustra o motor em corte e em vista explodida para fa-
cilitar o entendimento. O motor proposto é um motor linear tubular, com 
ímã permanente de Neodímio-Ferro-Boro (NdFeB), um par de pólos e 
monofásico. A magnetização do ímã é radial, sendo o pólo sul interno e 
o norte externo. O enrolamento de N-espiras está concatenado na ranhu-
ra do estator. O movimento é dado pelo ímã e tem grau de liberdade no 
sentido axial. Mais detalhes do motor podem ser obtidos no Capítulo 3.  
 
 
Figura 1 – Motor linear em corte e em vista explodida. 
1.6 Organização do trabalho 
Este trabalho foi dividido em sete capítulos. Inicialmente, neste 
primeiro capítulo, é exposta a importância dos motores lineares, a moti-
vação do trabalho, a proposta da dissertação e os objetivos. 
No capítulo II será apresentada uma revisão básica dos sistemas 
de refrigeração. 
O capítulo III abordará a modelagem analítica através do circuito 
equivalente do motor linear com ímãs permanentes e a modelagem u-
sando o método de elementos finitos axissimétrico. 
No capítulo IV apresenta-se a metodologia experimental e a ban-
cada de testes utilizada nesse trabalho. 
O capítulo V será dedicado ao estudo de alguns métodos de oti-
mizações e sua aplicação ao motor proposto. Neste capítulo será apre-
sentado o resultado da otimização comparando o motor atual com o 
motor resultante da otimização. 
No capítulo VI são comparados os resultados experimentais obti-
dos do dinamômetro com os resultados teóricos analíticos e numéricos 
(elementos finitos axissimétricos). Finalmente, no capítulo VII tem-se a 
conclusão desse estudo e sugestões para trabalhos futuros.  
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2.  Revisão básica dos sistemas de refrigeração 
Um típico sistema de refrigeração consiste em vários componen-
tes básicos, e.g. compressor, condensador, dispositivo de expansão, eva-
porador, filtros, secadores, separador de óleo etc. Para uma operação 
eficiente do sistema de refrigeração é essencial que haja um bom casa-
mento entre os vários componentes [22, 23]. 
O compressor é um dos componentes mais importantes em um 
sistema de refrigeração e tem um custo na ordem de 30% a 40% do cus-
to total de um sistema de compressão a vapor. O propósito do compres-
sor em um ciclo de compressão a vapor é comprimir gás seco e com 
baixa pressão vinda do evaporador e aumentá-la para o condensador.  
Os compressores podem ser divididos em dois tipos: com deslo-
camento positivo e rotativo-dinâmico [23]. Nos compressores com des-
locamento positivo a compressão é alcançada quando o vapor de refrige-
rante é colocado em uma região fechada e o volume dessa região é redu-
zido. Ao se reduzir o volume a pressão começa a aumentar até o ponto 
de ficar ligeiramente maior do que a pressão do condensador. Nesse 
momento o gás flui da região de alta pressão para a baixa pressão e um 
novo ciclo já se inicia. Como o fluxo de gás não é contínuo, o desloca-
mento positivo é um sistema de fluxo pulsado. Contudo, como a veloci-
dade de operação é normalmente muito alta, o fluxo de gás parece ser 
contínuo em uma escala de tempo macroscópica. Porém em uma escala 
de tempo microscópica existe propensão a ruído e vibração. Nos com-
pressores rotativos dinâmicos, o aumento da pressão é alcançado conce-
dendo energia cinética a um fluxo contínuo de gás através de um meca-
nismo centrífugo, no qual faz o gás passar através de uma passagem e 
divergir. A vantagem desse sistema é apresentar menor vibração. 
A Figura 2 mostra uma faixa aproximada de capacidade de refri-
geração pelo tipo de sistema de compressão. Como a figura mostra al-
gumas tecnologias em uso bastante restritas para baixas capacidades, 
praticamente toda refrigeração doméstica utiliza compressor recíproco.  
Consequentemente esse trabalho irá focar nessa tecnologia. 
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Figura 2 – Faixa de capacidade e tipos de compressões. 
2.1 Compressor Recíproco 
O compressor recíproco consiste em um pistão movendo-se para 
frente e para trás dentro de um cilindro. As válvulas de sucção e descar-
ga servem para succionar e comprimir o vapor refrigerante. Sua constru-
ção e funcionamento são similares a um motor de combustão de dois 
tempos, cada ciclo é completado em uma revolução da manivela. A en-
trada da sucção é conectada à saída do evaporador, enquanto o tubo da 
descarga é ligado ao condensador. As válvulas de sucção e descarga são 
abertas e fechadas devido a diferenças de pressões entre o cilindro e os 
tubos de sucção e descarga, respectivamente. As válvulas são geralmen-
te feitas de chapa de aço inox e sua abertura é limitada por batentes a 
fim de evitar aberturas elevadas e possível quebra.  
A Figura 3 ilustra o funcionamento de um compressor recíproco. 
Nesse exemplo o pistão é movido por um motor rotativo através de uma 
manivela e um excêntrico para garantir movimento linear ao pistão. 
Alternativamente poderia ser utilizado um motor linear, acoplando-o 
diretamente ao pistão. 
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pressor recíproco ideal. O ciclo consiste em:
 
• Processo D
Ponto Morto Superior (PMS) 
válvula de sucção se mantém aberta durante esse processo e o 
fluido refrigerante a uma pressão constante 
• Processo A
tropia. Durante esse processo o pistão se move de PMI para o 
PMS. Ambas as válvulas de sucção e  descarga permanecem f
chadas durante todo o processo e a pressão no cil
de 
• Processo B
ção permanece fechada e a válvula de descarga abre. O refrig
rante a uma pressão constante 
quanto o pistão se move para 
Figura 
Figura 3 – Esquem
Figura 4 mostra o diagrama de pressão e volume de um co
-A: processo de sucção isobárico, o pistão se move do 
-B: processo isentrópico, ou seja, sem mudança de e
NO para N; 
-C: processo de descarga isobárico. A válvula de su
 
4 – Diagrama 
 
ático de um compressor rec
até o Ponto Morto Inferior (PMI). A 
N  é expelido do compressor e
o PMS. 
P-V de um compressor recíproco ideal
íproco.
 
NO entra no cilindro;
indro aumenta 
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c-
e-
n-
. 
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Uma visão geral do sistema de refrigeração em funcionamento 
pode ser conferida na Figura 5. Basicamente há cinco grupos macros 
responsáveis pelo funcionamento adequado do refrigerador, são eles: 
compressor, condensador, filtro secador, tubo capilar (ou válvula de 
expansão) e evaporador. 
 
 
Figura 5 – Detalhes de um refrigerador. 
1.  Compressor: promove o bombeamento do fluido refrigerante, que 
ao retornar do evaporador no estado gasoso é succionado e bom-
beado para o condensador, causando baixa pressão no evaporador 
e alta pressão no condensador, além de elevar ainda mais a tem-
peratura do gás; 
2.  Condensador: tem como principal papel propiciar a dissipação do 
calor absorvido pelo fluido refrigerante ao longo do sistema de 
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refrigeração. É no condensador que o gás superaquecido ao per-
der calor para o meio ambiente, passa do estado gasoso para o es-
tado líquido; 
3.  Filtro secador: é um elemento filtrante com material dessecante, 
com a finalidade de reter impurezas e/ou umidade que possa ha-
ver no sistema; 
4.  Tubo capilar ou válvula de expansão: a função desse dispositivo é 
criar resistência à circulação do fluido refrigerante, causando um 
grande diferencial de pressão entre condensador e evaporador. O 
fluido refrigerante ainda no estado líquido passa pelo elemento de 
controle em direção ao evaporador, onde encontra baixa pressão; 
5.  Evaporador: é no evaporador, ao encontrar um ambiente de baixa 
pressão, que o fluido refrigerante passa do estado líquido para o 
estado gasoso, absorvendo no processo o calor do ambiente inter-
no do refrigerador. 
2.2 Compressores na Whirlpool S.A. Unidade Embraco 
A Whirlpool S.A. Unidade Embraco de Compressores e Soluções 
de Refrigeração possui cerca de 22% do mercado mundial de compres-
sores. São produzidos 28 milhões de compressores por ano e desde seu 
primeiro compressor fabricado em 1974, já foram fabricados mais de 
380 milhões de compressores. O Compressor de Capacidade Variável 
(VCC) tem market share de 100% do mercado Norte Americano e 90% 
do Europeu. A empresa possui quatro plantas em três continentes, no 
Brasil, Itália, Eslováquia e China. São cerca de 9500 colaboradores es-
palhados nessas plantas. 
A Figura 6 mostra os dois produtos atualmente fabricados em lar-
ga escala pela Whirlpool S.A. Unidade Embraco. A tecnologia de moto-
res pioneira na Embraco e que representa quase 95% da produção atual 
utiliza motores de indução monofásicos. Os compressores VCC estão há 
13 anos no mercado, mas ainda representam uma pequena fatia do mer-
cado. Apesar de ter o benefício de ser mais eficiente (de 15% a 40% 
dependendo do sistema), seu custo é mais elevado devido a necessidade 
de um inversor. Atualmente, são utilizados apenas em refrigeradores de 
alto valor agregado. 
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Figura 6 – Compressor motor indução (esquerda) e VCC 
com motor Brushless DC (direita). 
A Embraco é reconhecida mundialmente pela tecnologia de seus 
produtos e por oferecer soluções inovadoras em refrigeração. Isso é o 
reflexo dos investimentos contínuos que a empresa faz em P&D (Pes-
quisa e Desenvolvimento), garantindo um investimento em média de 3% 
do faturamento líquido anual.  
Ao longo dos anos, a empresa tem investido muito em novas tec-
nologias. Prova disso foi o microcompressor apresentado no evento IDF 
2007 (Intel Developer Forum) em São Francisco nos EUA e em Taiwan. 
A Figura 7 mostra o vice-presidente do grupo de mobilidade da Intel, 
Shmuel Mooly Eden durante o evento. A companhia foi procurada pela 
Intel para desenvolver um produto extremamente compacto e que pode-
ria ser utilizado na refrigeração de processadores em Laptops. 
 
 
Figura 7 – Mooly Eden comparando o novo  
compressor com o produto atual. 
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Figura 8 – Detalhe do microcompressor apresentado no IDF 2007. 
Há vários anos a empresa vem investindo na tecnologia de moto-
res lineares. Ainda não há produto a venda no mercado, porém essa rea-
lidade deve mudar em breve. Além desse trabalho, duas outras disserta-
ções de mestrado sobre motores lineares já foram publicadas por pesqui-
sadores da Embraco. Dokonal [9] mostrou em sua dissertação de mes-
trado uma modelagem teórica para um atuador linear com ímãs perma-
nentes (Ferrite) sem auxílio de inversor (conectado direto à rede 50Hz 
ou 60Hz com uma eletrônica de baixo custo), para compressores de 
refrigeração. O trabalho avaliou a resposta dinâmica do compressor.  
Hülse [5], que defendeu recentemente sua dissertação, desenvol-
veu um modelo matemático para analisar a dinâmica de um mancal a 
gás com canais de compensação utilizando um motor linear. É muito 
comum se utilizar mancal a óleo em compressores, porém isso implica 
em uma posição fixa do mesmo para que o sistema de bombeamento de 
óleo consiga lubrificar o mancal, restringindo o campo e aplicação do 
compressor.  
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3.  Modelagem Numérica e Analítica 
Neste capítulo serão apresentadas a modelagem analítica e numé-
rica, bem como a metodologia de cálculo do motor linear usada na dis-
sertação. 
3.1 Modelagem Numérica: Aplicação do Método de Elementos 
Finitos em Magnetostática 
Neste item será aplicado o método de elementos finitos (MEF) 
em problemas relacionados à magnetostática. À primeira vista, a aplica-
ção da magnetostática pode parecer limitada, visto que a maioria dos 
dispositivos eletromagnéticos tem alimentação com fontes de correntes 
variáveis, e/ou tem movimento. Entretanto, quando a estrutura é cons-
truída de modo que o termo ∂q/∂= possa ser desprezado nos materiais 
que possam proporcionar uma corrente induzida, é possível analisar a 
estrutura como um caso magnetostático. Em outras palavras, é possível 
estudar a estrutura em cada posição como um caso estático e, posterior-
mente, compor os resultados sucessivos a fim de se obter o comporta-
mento dinâmico da estrutura. 
Com o advento dos computadores digitais, métodos numéricos 
puderam ser usados para resolver problemas de eletromagnetismo. O 
método de elementos finitos é o mais utilizado, pois se adapta facilmen-
te às geometrias complexas, contrariamente ao método de diferenças 
finitas, mais restritivo neste aspecto. Ele é baseado em uma dupla dis-
cretização: a do domínio geométrico estudado e aquela dos campos es-
calares e vetoriais incógnitos. A precisão da solução obtida está direta-
mente ligada à discretização. A solução obtida fornece uma aproxima-
ção das grandezas locais que são os campos magnético e elétrico. Estas 
grandezas são exploradas para determinar as grandezas globais como 
correntes, perdas, reatância, torques etc. 
O objetivo desse item será apresentar a formulação em potencial 
vetor magnético para o problema da magnetostática. Após a revisão das 
equações de Maxwell e condições de contorno para o problema magne-
tostático, apresenta-se a formulação magnetostática em potencial vetor 
magnético [24, 25, 26, 27, 28]. A noção de potencial é muito interessan-
te, pois ela permite tornar implícita uma das equações de Maxwell a 
resolver. 
Na sequência, de posse da formulação sob forma forte, estuda-se 
a discretização da estrutura matemática pelo método de elementos fini-
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tos. Aborda-se novamente a formulação matemática sob sua forma fra-
ca, a qual é bem adaptada ao método de discretização. 
Para finalizar, a modelagem magnetostática é aplicada ao motor 
linear proposto. 
3.1.1 Problema Magnetostático e a Formulação em Potencial Vetor 
Existem vários trabalhos apresentando diversas formulações para 
os problemas da magnetostática [24, 25, 26, 27, 28]. Neste trabalho, 
apresentar-se-á somente a formulação baseada no potencial vetor mag-
nético descrito a seguir. 
Quando os fenômenos estudados são independentes do tempo, as 
derivadas temporais nas equações de Maxwell se anulam e as grandezas 
magnéticas e elétricas são desacopladas. A magnetostática consiste no 
estudo dos fenômenos magnéticos em regime estacionário. O campo 
magnético é então invariante no tempo e só é devido às correntes esta-
cionárias impostas ou a ímãs permanentes [29]. 
As equações de Maxwell a considerar são as (3.1) e (3.2). Acres-
centa-se a essas duas equações a lei de comportamento magnético (3.3). 
=   rot H J
 (3.1) 
=   0div B  (3.2) 
   rµ= +B H B  (3.3) 
onde t é o campo magnético (/), u é a densidade de corrente de 
condução (/) , v  é a indução magnética ou densidade de fluxo 
magnético (), H representa a permeabilidade magnética (1/), e q: é 
a indução magnética remanente (), a qual é acrescentada para tratar 
ímãs permanentes existentes no domínio. (Convenção: as variáveis gra-
fadas em negrito são grandezas vetoriais). 
As condições de contorno sobre a fronteira Γ (veja Figura 9) do 
domínio Ω são as equações (3.4) e (3.5) [30] com Γ = Γ4 ∪ Γ5, onde _ é 
o vetor normal à superfície Γ. 
0
H
Γ
× =n H  (3.4) 
B 0
B
Γ
⋅ =n  (3.5) 
 
15 
 
 
 
 
Figura 9 – Domínio estudado para o problema magnetostático. 
Estas condições de contorno podem se apresentar sobre os planos 
de simetria. A primeira condição pode também se apresentar se o domí-
nio exterior a Ω em contato com Γ4 tem uma permeabilidade magnética 
infinita. Essa forma inicial do problema constitui sua formulação forte. 
3.1.2 Formulação Magnetostática em Potencial Vetor Magnético 
A divergência da indução magnética é nula, equação (3.2). Isso 
significa fisicamente que toda linha de indução magnética se fecha sobre 
ela mesma e que o fluxo da indução através de toda superfície fechada é 
identicamente nulo. Isso decorre diretamente do fato de não existirem 
cargas magnéticas isoladas da mesma maneira que as cargas elétricas 
positivas ou negativas.  
A condição z^ v = 0 permite, então, definir uma função poten-
cial vetor magnético, {, tal que:  
=  rotB A  (3.6) 
Substituindo-se esta expressão em (3.1) e (3.3), obtém-se: 
= +(ν  )    (ν )rrot rot rotA J B  (3.7) 
onde ν é a relutividade magnética, igual ao inverso da permeabilidade 
magnética H. A equação (3.7) constitui uma formulação magnetostática 
forte em potencial vetor. 
Pela relação (3.6), a continuidade da componente normal de v es-
tá assegurada se a componente tangencial de { é contínua. A condição 
da continuidade da componente tangencial de t está implícita na equa-
ção (3.7) [30]. 
O potencial vetor magnético está diretamente ligado à noção de 
fluxo magnético. A relação (3.6) permite escrever pelo teorema de Sto-
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kes que o fluxo da indução magnética 
igual à circulação
no 6Σ, isto é:
     Σ
Σ ∂Σ
Ψ = ⋅ = ⋅∫ ∫
Um inconveniente desta formulação é o caráter vetorial da incó
nita que conduz a uma resolução numérica mais lenta. Devem
minar três incógnitas em cada ponto, os componentes
Nos problemas tridimensionais, isso co
grandes e então, a um maior tempo de processamento.
ente é que ela necessita 
assegurar a unicidade da solução 
Quando a peça estudada é suficientemente longa, a análise pode 
ser conduzida sobre um corte que reconduz a um 
nal (2D), conforme mostrado na 
que criam o campo magnét
tencial vetor só tem um componente dirigido segundo a direção dessas 
correntes. Além disso, a condição de calibre
3D é então verificada automaticamente no caso 2D
zado perpendicularmente ao eixo 
componente não nulo, 
A =A u
onde |
xos , 
dos ímãs permanentes
 
Assim, a equação 
 do potencial vetor magnético ao longo de seu conto
 
ds dB n A l
da imposição de
{:
z , J z=J u  e r Ox x Oy y= +B u u
, | e | representam os vetores unitários nas d
 e  respectivamente. 
. 
Figura 10 – Simplificações realizadas para a análise 2D.
(3
 
Ψ! através de uma superfície 
 
nduz a sistemas lineares muito 
 condições suplementares para 
[31, 32, 33]
Figura 10. Se as correntes de excitação 
ico são ortogonais ao plano de estudo, o p
, o potencial vetor 
 
B B
 
B< e B< 
.7) torna-se [34]: 
 {, { 
 Outro inconven
. 
problema bidimensi
 z^{ = 0 necessária em 
 . Se o corte foi real
{ só possui um 
ireções dos e
são as induções remanentes 
 
Σ é 
r-
(3.8) 
g-
-se deter-
e { de {. 
i-
o-
o-
i-
i-
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B B1 A 1 A 1 1
J
Oy Ox
x x y y x y
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
∂ µ ∂ ∂ µ ∂ µ ∂ µ ∂
   
+ = − − +   
   
 (3.9) 
Essa equação diferencial parcial é resolvida nesse trabalho usan-
do o método de elementos finitos. 
3.1.3 Discretização e Forma Fraca da Formulação Magnetostática 
Nos parágrafos anteriores, apresentou-se uma formulação contí-
nua do problema magnetostático sob forma de equações diferenciais de 
derivadas parciais. A resolução de tais equações nem sempre pode ser 
obtida analiticamente e a utilização de métodos numéricos torna-se ne-
cessária para se obter uma solução aproximada do problema. O papel 
dos métodos numéricos é de substituir a formulação contínua por uma 
formulação discreta [29]. 
Para discretizar a formulação magnetostática, conduz-se a equa-
ção escrita de uma forma diferencial para uma forma integral, a qual se 
adapta melhor à discretização pelo método de elementos finitos. Este 
método consiste em realizar uma malha na estrutura estudada e interpo-
lar as incógnitas sob os elementos dessa malha [34]. 
A discretização da forma fraca implica em resolver um sistema de 
equações cujos graus de liberdade estão ligados ao número de nós da 
malha. Para obter tal sistema, devem-se escolher tanto as funções teste 
quanto as incógnitas geradas pela malha. Escolhendo as funções teste 
como sendo iguais as funções de base ou de aproximação (nodais) tem-
se o chamado Método de Galerkin, o qual é utilizado neste trabalho 
[34]. Sua aplicação à formulação fraca gera um sistema de equações 
algébricas cuja resolução dá uma solução aproximada do problema ini-
cial. 
A forma fraca para a formulação em potencial vetor magnético é 
obtida a seguir. Primeiramente, define-se o resíduo: 
B B1 A 1 A 1 1
J
Oy OxR
x x y y x y
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
∂ µ ∂ ∂ µ ∂ µ ∂ µ ∂
   
= + + + −   
   
 (3.10) 
A equação (3.10) pode ainda ser escrita como: 
∂ ∂
µ µ ∂ µ ∂
 
= + + − 
 
B B1 1 1
  A J
 
Oy OxR div grad
x y
 (3.11) 
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O objetivo é fazer com que o resíduo tenda a zero ou ainda que na 
média (ponderada) o resíduo seja zero. Matematicamente, isso se escre-
ve da seguinte forma: 
0Rwd
Ω
Ω =∫  (3.12) 
onde 7 é a função peso ou função de ponderação. Esse método de resol-
ver a equação (3.9) é conhecido como método dos resíduos ponderados. 
Substituindo-se (3.11) em (3.12) e aplicando uma identidade do cálculo 
vetorial, tem-se: 
µ µΩ Ω Ω
 ∂ ∂
 ⋅ Ω = Ω + − Ω
 ∂ ∂
 
∫ ∫ ∫
1 1
  
oy ox
B B
grad A grad wd Jwd wd
x y
 (3.13) 
Para obtenção da matriz local, usou-se o método de Galerkin. A-
lém disso, considerou-se que o potencial vetor magnético varia linear-
mente dentro do elemento triangular mostrado na Figura 11. Assim, para 
coordenadas retangulares (M, ), obtém-se: 
3 3
1 1
1
A( , ) ( ) A ( , )Ai i i i i i
i i
x y p q x r y x y
D
ϕ
= =
= + + =∑ ∑  (3.14) 
 
 
Figura 11 – Elemento triangular de primeira ordem:  
elemento de referência. 
Desse modo, tem-se que a matriz elementar para o elemento de 
referência é dada por: 
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1,1 1,2 1,3 1 1 1
2,1 2,2 2,3 2 2 2
3,1 3,2 3,3 3 3 3
            
              
6 2            
oy ox
oy ox
oy ox
S S S A J q B r BD
S S S A J q B r B
S S S A J q B r B
ν
       
       
       
−
       
= + −
       
−
       
       
       
 (3.15) 
onde  = 1/H. O termo genérico do lado esquerdo da equação (3.15), 
conhecida como matriz de rigidez local, pode ser expressa por: 
?(@, ) = /2(K + K). 
A equação (3.15) representa a matriz elementar do elemento fini-
to triangular mostrado na Figura 11.  
Em problemas de engenharia, algumas estruturas possuem si-
metria de revolução como, por exemplo, os solenóides e até mesmo o 
motor linear que é modelado neste trabalho. Estes problemas são, de 
fato, tridimensionais. No entanto, existe uma simetria axial ou de rota-
ção nesta estrutura. Dessa forma, os problemas podem ser abordados de 
forma bidimensional e apenas aplicando um fator de correção na formu-
lação numérica, pode-se obter a solução do problema tridimensional.  
Reescrevendo as equações anteriores em coordenadas cilíndri-
cas (r, z), a equação (3.14) para o potencial vetor se escreve [35]: 
3
1
1
( , ) ( )l l l l
l
A r z p s r q z A
D
=
= + +∑  (3.16)
 
onde >J é usado para evitar a ambiguidade entre ' em (3.14) e o raio . 
Efetuando algumas manipulações algébricas, chega-se ao novo termo 
genérico da matriz de rigidez em coordenadas cilíndricas [35]: 
( , ) ( )o n k n k
r
S n k f f q q
D
pi ν
= +  (3.17) 
onde 0K = /3 + >K e r é a distância do baricentro do triângulo (e-
lemento) ao eixo de rotação. Tem-se, então, r = (xL + x + x)/3 , 
onde xL, x e x são as distâncias dos três nós do elemento em relação 
ao eixo de rotação [35]. 
Os outros termos da equação (3.15) em coordenadas cilíndricas se 
tornam: 
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1,1 1,2 1,3 1 1 1
2,1 2,2 2,3 2 2 2
3,1 3,2 3,3 3 3 3
          
          
3          
oy oxo
o oy ox
oy ox
S S S A J q B r Br D
S S S A J r q B r B
S S S A J q B r B
pi
pi ν
       
       
       
−
       
= + −
       
−
       
       
       
 (3.18) 
A equação (3.18) ainda deve ser modificada para levar em conta a 
não linearidade dos materiais magnéticos. Considerando a não lineari-
dade, o termo genérico da matriz de rigidez (lado esquerdo da equação 
(3.18)) se torna: 
3 3
2 2
1 1
( , )
2
( , ) ( , ) ( , )l l
l lo
S n k
S n k S k l A S n l A
D r B
ν
pi ν = =
′ =
    ∂
+     
∂        
∑ ∑  (3.19)
 
O sistema matricial não linear é resolvido usando o método de 
Newton-Raphson. Mais informações sobre o equacionamento do MEF e 
sobre o método de Newton-Raphson podem ser encontrados em [35]. 
A montagem das matrizes elementares em uma matriz global re-
quer que os termos desta matriz sejam montados em linhas e colunas 
correspondendo à numeração dos nós da malha global. A solução do 
sistema é realizada por uma técnica de resolução de sistema linear (co-
mo eliminação de Gauss) ou uma técnica de resolução de sistema não 
linear (como Newton-Raphson) após inserir as condições de contorno na 
matriz global. 
3.1.4 O software FEMM 
Nesse trabalho utilizou-se como ferramenta numérica o programa 
de Elementos Finitos FEMM - Finite Elements Methods Magnetics v4.2 
[36]. Esse programa de código aberto e gratuito faz simulações magne-
tostáticas em 2D planar ou axissimétrica. Uma grande vantagem do 
FEMM é a linguagem Lua de programação que ele utiliza do tipo “s-
cript” [37]. Lua é uma linguagem de programação poderosa, rápida e 
leve. Nasceu no Tecgraf, o Grupo de Tecnologia em Computação Gráfi-
ca da PUC-Rio e atualmente é desenvolvida no laboratório Lablua. A-
lém disso, o autor do FEMM criou sua própria biblioteca de comandos 
utilizando a Lua como motor integrado ao FEMM. 
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Todo o programa foi escrito nessa linguagem de script e tem uma 
velocidade de cálculo bastante alta. 
A Figura 12 apresenta um exemplo de saída de resultado do soft-
ware FEMM. Nesse exemplo são apresentadas as linhas de fluxo mag-
nético e as induções magnéticas no motor linear. Os valores de maior e 
menor magnitude da indução magnética são representados pela cor rosa 
e pela cor azul clara, respectivamente. Estes resultados foram obtidos 
usando uma formulação axissimétrica em potencial vetor magnético. 
 
 
Figura 12 – Exemplo de saída do programa FEMM. 
3.2 Modelagem Analítica: Modelo de Relutância 
A análise de circuito magnético é uma abordagem simples e per-
mite obter os resultados de maneira mais rápida do que a análise por 
elementos finitos. Um modelo exato do motor linear tubular deve consi-
derar a saturação do material magnético. 
O circuito magnético é baseado no conceito de relutância [38]. 
Relutância é a relação entre a força magnetomotriz e o fluxo magnético. 
O projeto adequado de um atuador linear tubular depende da estimação 
da relutância dos caminhos de fluxo de dispersão. A relutância do entre-
ferro em sua forma mais simples é ℜF = /H?, onde  é o comprimento 
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do entreferro, ? a seção transversal do entreferro e H a permeabilidade 
magnética do ar. Essa expressão não considera o fluxo de dispersão e 
fornece valores aceitáveis de relutância quando a relação entre a área e o 
comprimento é muito grande, assegurando que praticamente todas as 
linhas de fluxo no entreferro são paralelas. Nesse trabalho um circuito 
magnético é realizado para cada posição do ímã permanente no motor 
linear. A Figura 13 mostra o circuito magnético em uma das posições do 
ímã permanente. 
Uma das maiores dificuldades para obter os valores de relutância 
são as determinações dos caminhos de dispersão no ar e os caminhos 
magnéticos no núcleo (para considerar a saturação do material magnéti-
co). A modelagem analítica usada nesse trabalho permite calcular a relu-
tância magnética baseada na curva B-H do material ferromagnético e 
também nas dimensões da seção transversal do material. Para cada posi-
ção do ímã permanente, o circuito magnético varia. Dividindo o esprai-
amento em diversos caminhos, resultados totais razoavelmente bons 
podem ser esperados. Esse modelo matemático aplica uma iteração nu-
mérica para determinar a relutância magnética ao longo do caminho de 
fluxo magnético. As fórmulas para estimar os caminhos magnéticos são 
corrigidas usando o MEF com uma formulação axissimétrica em poten-
cial vetor magnético. O modelo axissimétrico de elementos finitos é 
usado porque o motor linear tubular é modelado sem excentricidade. 
Para o núcleo ferromagnético, a relutância é calculada por meio 
das dimensões geométricas e da permeabilidade magnética: 
l Hl
S BSµ
ℜ = =  (3.20) 
onde   é o comprimento do caminho magnético, ?  é a superfície por 
onde passa o fluxo magnético. A permeabilidade magnética H é dada 
pelos valores da indução magnética e do campo magnético da curva B-H 
do material usado. 
Como mencionado anteriormente, uma das dificuldades de obter 
os valores de relutância é a determinação dos caminhos magnéticos no 
núcleo. Neste trabalho, o problema é resolvido por meio do balanço da 
força magnetomotriz, dada pela Lei de Ampère, a qual pode ser escrita 
para o caminho magnético do motor linear sob a forma: 
j j
j
NI d H l= ⋅ = ∑∫ H l  (3.21) 
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Se do lado esquerdo, o produto da corrente de excitação com o 
número de espiras é igual ao produto do campo magnético 1  com o 
comprimento dos caminhos magnéticos , do lado direito, então a dife-
rença entre os dois produtos é nula. 
0j j
j
NI H l− =∑  (3.22) 
Se isso não é verdadeiro, então haverá uma discrepância entre os 
produtos, ou um erro: 
j j
j
E NI H l∆ = −∑  (3.23) 
O objetivo é procurar valores de  e 1 a fim de minimizar ∆p (no 
caso ideal ∆p é igual a zero) [39]. Isso pode ser feito sucessivamente 
por meio de iteração numérica com um valor prescrito de erro ∆p. Se o 
erro prescrito é encontrado, então para uma dada corrente de excitação , 
o campo magnético 1 em um caminho  investigado do caminho mag-
nético é encontrado. 
Essa modelagem analítica aplica uma iteração numérica para en-
contrar a relutância magnética ao longo do caminho magnético. Os valo-
res de 1 são corrigidos usando o MEF axissimétrico. 
Baseando-se na curva B-H do material ferromagnético, a indução 
8 é determinada e inserida em (3.20) para calcular a relutância ℜ. Esse 
procedimento é realizado para cada posição do ímã permanente. 
Usando a metodologia apresentada acima para calcular a relutân-
cia do núcleo, é possível avaliar analiticamente o fluxo magnético no 
entreferro do dispositivo.  
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Figura 13 – Circuito magnético em uma das posições do ímã. 
Analisando a Figura 13, o fluxo magnético que passa por ℜFV é 
dado por: 
a 1 6 2 3 4
1 ( /2)/ 2
/ /( ) / /( /2) / /
d b
g g m d g g
FMM FMM − ℜ ℜ Φ =
ℜ + ℜ ℜ + ℜ + ℜ ℜ + ℜ ℜ
 (3.24) 
Onde, 
1 2 3 4 5 5a gℜ = ℜ + ℜ + ℜ + ℜ + ℜ + ℜ  (3.25) 
( /2)b d mℜ = ℜ + ℜ  (3.26) 
1FMM NI=  (3.27) 
2  /m r oFMM l B µ=  (3.28) 
Nas equações acima, 8: é a indução magnética remanente do ímã 
permanente, H  a permeabilidade magnética do ar,   o comprimento 
médio do ímã na direção de magnetização, ) é o número de espiras,  a 
corrente elétrica, ℜ9 a relutância do ímã permanente, ℜS a relutância de 
dispersão ímã permanente, ℜL a ℜU são as relutâncias do estator, ℜV e 
ℜT são as relutâncias do ferro de retorno, ℜF a relutância do entreferro e 
(,, representa a força magnetomotriz. 
Os fluxos magnéticos circulando nos entreferros são dados por: 
 
a) Fluxo magnético circulando em ℜFL: 
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6 2
1
6 2 1
( )
( )
g
g
g g
ℜ + ℜ
Φ = Φ
ℜ + ℜ + ℜ
 (3.29) 
b) Fluxo magnético circulando em ℜF: 
1
2
6 2 1
( )
g
g
g g
ℜ
Φ = Φ
ℜ + ℜ + ℜ
 (3.30) 
c) Fluxo magnético circulando em ℜF: 
4
3
3 4
( )
g
g
g g
ℜ
Φ = Φ
ℜ + ℜ
 (3.31) 
d) Fluxo magnético circulando em ℜFU: 
3
4
3 4
( )
g
g
g g
ℜ
Φ = Φ
ℜ + ℜ
 (3.32) 
e) Fluxo magnético circulando em ℜFV: 
5gΦ = Φ  (3.33) 
Com esses fluxos as induções nos entreferros são obtidas para ca-
da posição do ímã permanente. O fluxo concatenado na bobina é dado 
por: 
 Nλ = Φ  (3.34) 
Repetindo esse procedimento para cada posição do ímã perma-
nente é possível obter o fluxo concatenado na bobina para várias posi-
ções. Desse modo, a força eletromotriz (FEM) é obtida derivando o flu-
xo concatenado em relação ao tempo para cada posição do ímã perma-
nente. A equação da FEM é dada por: 
ν
Φ Φ Φ
= − = − = − ( )e
d d dz d
FEM N N N t
dt dz dt dz
 (3.35) 
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Onde 
3.2.1 Fluxos Magnéticos de Dispersão e de Espraiamento
Uma das tarefas mais d
nar os fluxos magnéticos de dispersão e de espraiamento. A 
(direita) mostra as linhas 1 e 2 as quais representam os fluxos de espra
amento e as linhas 3 a 6 representam os fluxos dispersos.
Figura 
espraiamento e dispersão no motor l
Cada uma das linhas gera uma equação de relutância. Nesse tr
balho, das seis equações de relutância, somente 
para ilustrar o equacionamento realizado. Por exemplo, a relutância do 
fluxo de espraiamento repre
1 1linha linhaℜ = Λ
o
1linhaΛ =
O(=) é a velocidade do motor 
14 – Parâmetros geométricos (esquerda), fluxos magnéticos de 
1/  
nde ΛJ'KL é a permeância dada por 
2 (2 )
(g t)
o m at r gµ θ +
+
 
(
ifíceis na modelagem analítica é determ
inear tubular (direita).
sentado pela linha 1 pode ser calculado por:
 
/>). 
 
 
duas serão apresentadas 
[40]: 
i-
Figura 14 
i-
 
 
a-
 
(3.36) 
(3.37) 
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A relutância de dispersão representada pela linha 6 pode ser obti-
da por [41]: 
6
1
log
2
m m
linha d
o m m
r l
h rpiµ
 +
ℜ = ℜ =   
 
 (3.38) 
Os parâmetros geométricos  , , =9 , 9, ℎ9 e 9 usadas nas e-
quações acima são apresentadas na Figura 14 (esquerda). Para cada po-
sição do ímã, novas equações de relutância devem ser determinadas de 
acordo com as linhas de fluxo de dispersão e de espraiamento. 
Neste trabalho a força eletromotriz obtida pela equação (3.35) é 
comparada com a força eletromotriz obtida por ensaios. Esses resultados 
são apresentados no Capítulo 6 referente aos resultados (veja Figura 61). 
3.3 Metodologia de cálculo do motor estudado 
Para o cálculo do desempenho do motor (torque, potência de eixo, per-
das nos enrolamentos, perdas no ferro etc.) foi utilizado um modelo 
híbrido de cálculo através do programa de elementos finitos FEMM 
versão 4.2 em conjunto com formulações analíticas. Basicamente são 
utilizados 5 passos para a avaliação do motor. O fluxograma da Figura 
15 ilustra a metodologia: 
 
 
Figura 15 – Fluxograma de cálculo do motor. 
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Passo 1 
 
Nesse passo o motor é montado matematicamente de acordo com 
as dimensões de entrada. A Figura 16 ilustra um exemplo de motor a ser 
simulado. Também é informada a corrente eficaz do atuador, que será 
utilizada nos próximos passos.  
 
 
Figura 16 - Vista em 2D do motor com  
eixo de axissimetria (pontilhado). 
Os materiais são escolhidos de acordo com a necessidade, poden-
do ser ímã permanente, aço elétrico ou fio de cobre.  
 
Ímãs permanentes de Neodímio-Ferro-Boro (NdFeB) 
 
Os ímãs de NdFeB também são chamados de terras-raras, poden-
do ser sinterizados  ou com resina aglomerante (bonded). Nesse trabalho 
focou-se em ímãs permanentes sinterizados com indução remanente 
8: ~ 1,0. 
 
Material ferromagnético SMC 
 
O material do aço não pode ser laminado, conforme utilizado em 
motores de indução ou de ímãs do tipo sem escovas, porque a forma 
cilíndrica do estator e ferro de retorno e o sentido do fluxo não permite. 
Assim o material ferromagnético escolhido é o SMC (Soft Magnetic 
Composite ou Compósito Magnético Mole). Esse material tem uma con-
cepção que visa obter a desempenho do aço elétrico, porém sem as per-
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das por correntes parasitas [42]. A Figura 17 ilustra o pó microencapsu-
lado do SMC, conforme apresentado pelo fabricante. Esse material é 
compactado em um molde com pressões que variam entre 600MPa a 
1000MPa e possui uma boa relação perdas versus frequência, porém 
com permeabilidade muito inferior aos aços elétricos, tendo esse uma 
permeabilidade relativa na ordem de 500 [43]. 
 
 
Figura 17 – Ilustração do compósito SMC microencapsulado. 
 
 
Figura 18 – Curva de indução magnética em relação ao  
campo magnético do SMC. 
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A Figura 18 mostra a curva de indução magnética em relação ao 
campo magnético do SMC. Essa curva foi extrapolada para valores de 
indução até 2,5T para evitar problemas de convergência nas simulações. 
 
Enrolamentos de cobre 
 
Para encontrar o número de espiras para formar o enrolamento, 
foi analisado o espaço físico do carretel e o número de espiras que pode-
ria ser inserido no mesmo. A Figura 19 ilustra um corte dos enrolamen-
tos no carretel, lembrando que o carretel tem formato semelhante ao 
apresentado na Figura 16. O número de camadas de condutores deve ser 
par, porque no lado que se inicia o enrolamento no carretel tem que ser 
finalizado, para que os fios estejam disponíveis para conexão externa no 
mesmo lugar físico. 
 
Figura 19 – Vista dos enrolamentos na janela do carretel. 
O motor idealmente deve ter o maior fator de enchimento possí-
vel, para maximizar a eficiência. A Figura 20 ilustra um caso hipotético 
de um atuador com baixo fator de enchimento. Deve haver um compro-
misso entre a bitola do fio, o comprimento e largura do carretel. 
 
 
Figura 20 – Carretel com baixo fator de enchimento. 
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Os fios de cobre isolados por verniz (utilizados para confecção de 
motores, transformadores etc.) possuem uma distribuição normal de 
variação da bitola de acordo com a Figura 21. A bitola nominal de um 
fio hipotético de diâmetro ∅ pode variar no intervalo ∅ ± . Assim, foi 
inserida na modelagem do motor uma tabela de bitolas de fio sem iso-
lante (fio nu com diâmetro ∅) e outra com isolante na máxima espessura 
tolerada (∅ + ). Portanto, pode ser selecionada na simulação do motor 
a bitola desejada de acordo com a Tabela 1. Para o cálculo do desempe-
nho do motor é utilizada a bitola sem isolante e a quantidade de cobre 
no carretel (número total de espiras) depende da espessura máxima do 
isolante. 
 
 
Figura 21 – Distribuição normal da bitola de fio de cobre 
fornecida pelo fabricante. 
Fio sem isolante com 
bitola nominal ∅ (mm) 
0,200 0,250 0,280 0,300 0,355 0,400 0,450 0,500 
0,515 0,530 0,545 0,560 0,580 0,600 0,615 0,630 
         
Fio isolado na máxima 
isolação ∅ +  (mm) 
0,243 0,300 0,331 0,354 0,413 0,461 0,514 0,568 
0,585 0,601 0,616 0,632 0,653 0,674 0,690 0,706 
Tabela 1 – Tabela de bitolas disponíveis para escolha na simulação. 
Passo 2 
 
A corrente informada no passo 1 será inserida no enrolamento. A 
forma de onda senoidal é dada pela equação (3.39). 
( ) ( )ω= 2I t I sen t  (3.39) 
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onde I é a corrente eficaz de entrada (), \ a frequência angular (]/
>) e = o tempo (>). 
Para esse estudo, foi considerado que a corrente é senoidal vari-
ando de acordo com a posição do ímã. A equação (3.40) mostra a cor-
rente, sendo  a corrente eficaz de entrada (), M a posição instantânea 
do ímã () e : é o curso de pico (). O curso varia de [– : , +:], 
logo o curso total será 2:. 
( )
2
2 1
r
x
I x I
c
 
= −   
 
 (3.40) 
A Figura 22 ilustra o ímã na posição de repouso. Verifique que o 
deslocamento máximo total é de 2:. O valor de M está relacionado ao 
número de discretizações no passo do ímã ao longo do curso. 
 
 
Figura 22 – Detalhe do deslocamento : permitido ao ímã. 
Verifica-se que a corrente será nula nos limites superior e inferior 
de excursão do ímã (M = :) e será máxima com o ímã na posição cen-
tral do motor (M = 0). A corrente tem que estar em fase com a velocida-
de, ou seja, a velocidade de deslocamento do ímã é máxima no momen-
to em que M = 0. Dessa forma consegue-se obter a máxima potência de 
saída. 
A Figura 23 ilustra a curva da corrente em relação ao desloca-
mento do ímã. Nesse caso foi usada como exemplo uma corrente eficaz 
de 1,0. A corrente tem a forma de um semicírculo e é dependente da 
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posição do ímã. Nesse estudo a corrente e a tensão são funções do des-
locamento do passo polar do ímã. Essa mesma corrente em função do 
tempo é representada na Figura 24. 
 
 
Figura 23 – Curva de corrente utilizada na simulação. 
 
 
Figura 24 – Curva de corrente no tempo. 
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Nesse momento são calculadas a força, a indução no aço e a den-
sidade de corrente.  
 
Força 
 
A força é calculada pelo programa através do método Weighted 
Stress Tensor ou Tensor por Estresse Ponderado [44, 45]. Esse método é 
uma variação do Tensor de Maxwell. Basicamente é selecionado o bloco 
que se deseja fazer a integração no pós-processamento e o programa 
calcula automaticamente uma função de ponderação sobre a malha de 
elementos finitos que permite a integração do tensor. O programa então 
calcula as funções de ponderações resolvendo as equações de Laplace 
sobre a região envolta por ar. Os resultados são tipicamente mais acura-
dos do que o método tradicional de Tensor de Maxwell [45], justamente 
porque utiliza um campo de ponderações no resultado do cálculo da 
força. O problema desse método é que a região de interesse necessita 
estar envolvida por ar, situação que nem sempre acontece. A Figura 25 
mostra um exemplo de simulação com axissimetria com destaque para a 
indução nos materiais. A região do ímã está envolvida por uma máscara 
para o cálculo da força. 
 
 
Figura 25 – Exemplo de simulação com axissimetria com destaque  
para a máscara usada no cálculo da força.  
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Indução no aço 
 
A versão 4.2 do programa FEMM utilizado nesse trabalho permi-
te obter a indução magnética em cada elemento da malha via linguagem 
de script. A Figura 26 mostra em detalhes um passo da simulação onde é 
mostrada a indução num elemento finito da malha. Essa indução varia 
de acordo com a corrente descrita no passo 2 e a posição instantânea do 
ímã. Em cada passo da simulação são calculadas as induções magnéticas 
em todos os elementos do estator e do ferro de retorno. Esses valores 
são armazenados num vetor para depois serem utilizados para cálculo da 
perda no aço em um ciclo completo. 
 
 
Figura 26 – Estator e ferro de retorno discretizados para  
cálculo da indução no aço SMC. 
Densidade de corrente 
 
A densidade de corrente 	 é calculada através da quantidade de 
cobre que é possível inserir no carretel e a corrente, ou seja, está rela-
cionada ao número de espiras. A resistência ôhmica dos condutores é 
dada pela equação (3.41).  
( )
2
4 c
c
c
N a b
R
d
ρ +
=  (3.41) 
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onde ] e # são o comprimento da coroa do estator e a profundidade do 
carretel (), respectivamente (ver Figura 55). ) é o número de espi-
ras,  é a resistividade do fio de cobre (Ω) e  o diâmetro nu dos con-
dutores (). 
Consequentemente, a densidade de corrente nos condutores é: 
2
4
c
I
J
dpi
=  (3.42) 
onde 	 é a densidade de corrente nos condutores (/). Os efeitos 
peliculares e de proximidade foram desconsiderados. 
 
Passo 4 
 
Potência mecânica 
 
Para motores rotativos, a potência mecânica é calculada em fun-
ção do torque do rotor e da velocidade angular (equação (3.43)): 
mecP T ω=  (3.43) 
onde  é o torque ()) e \ a velocidade angular (]/>).  
Analogamente, para os atuadores lineares a potência mecânica 
pode ser escrita em função da força [2]. 
 mec eP Fν=  (3.44) 
sendo ( a força ()) e O^ a velocidade linear (/>). 
Para o cálculo da potência mecânica foi avaliado um ciclo de 
funcionamento do motor e calculada a força média nesse intervalo de 
tempo através do passo 3, item força ilustrado na Figura 25. De acordo 
com [1, 2] a velocidade média é dada por: 
2e fν τ=  (3.45) 
sendo D o passo polar () e 0 a frequência (12). O número 2 vem do 
fato de o movimento ser de ida e volta para um ciclo completo. O passo 
polar para esse motor monopolar é igual a: 
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2 rcτ =  (3.46) 
onde : é o deslocamento de pico do ímã (). Das equações (3.45) e 
(3.46) obtém-se: 
 4 rc fν =  (3.47) 
Portanto, das equações (3.44) e (3.47) tem-se: 
4mec rP Fc f=  (3.48) 
onde N9O é a potência mecânica média em cada ciclo do motor ("). 
As simulações efetuadas nesse trabalho pelo método de elementos fini-
tos são estáticas, consequentemente não há influência de correntes indu-
zidas no ferro. Assim, foi descontada a perda no ferro da potência me-
cânica. Portanto, a potência mecânica através dessa metodologia é con-
dizente com os fenômenos reais. 
 
Perda no ferro 
 
Através da indução obtida em cada elemento do estator e do ferro 
de retorno, a perda no ferro é calculada de acordo com a equação (3.49) 
[46].  
( )2f h m f m aL f k B k B Volα ρ= +  (3.49) 
Os coeficientes  e   são fatores de ajuste das perdas de histe-
rese e Foucault (correntes induzidas), 89 é a máxima indução de cada 
elemento finito (),  é o expoente ajustável da perda de histerese,  é 
a densidade do aço (/) e +a é o volume de cada elemento (). 
Os fatores ,  e  foram ajustados de acordo com as curvas de 
perdas em relação à frequência fornecidas pelo fabricante. As Figura 27 
e Figura 28 mostram as curvas experimentais do fabricante e as curvas 
teóricas ajustadas. Esse ajuste foi realizado através de um otimizador de 
modo a se obter os coeficientes que melhor se adéquam ao resultado 
esperado. Nesse caso,  = 1,8 ,  = 0,04  (	/)  e  = 0,07  (	/
). Nota-se que há uma boa aproximação das curvas para as duas 
faixas de indução no material. Verifica-se também que existe compo-
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nente de perda por correntes induzidas no SMC, diferente do que seria o 
material ideal conforme comentado na Figura 17. 
 
 
Figura 27 – Curva de perda em relação à frequência  
para indução de 1,0T. 
 
 
Figura 28 – Curva de perda em relação à frequência  
para indução de 1,5T. 
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Perda no cobre 
 
A perda no cobre é facilmente calculada através da equação: 
2
c cL R I=  (3.50) 
Passo 5 
 
Eficiência 
 
Nesse passo final, após todos os parâmetros relativos ao desem-
penho do atuador serem previamente calculados, calcula-se a eficiência 
do motor.  A fórmula que descreve a eficiência é dada por: 
mec
mec c f
P
P L L
η =
+ +
 (3.51) 
onde N9O é a potência mecânica ("), E a perda no cobre (") e E a 
perda no ferro (").  
A fórmula (3.51) está correta, mas nesse trabalho ela ficaria in-
completa da forma apresentada. Conforme comentado no Passo 4, a 
perda calculada no ferro é descontada da potência mecânica para se le-
var em consideração os efeitos das perdas dinâmicas no motor. Assim 
da equação (3.51) tem-se a eficiência elétrica do motor: 
mec f
mec c
P
P L
L
η =
+
−
 (3.52) 
Tensão induzida ou força eletromotriz 
 
Como o motor possui ímã permanente, ele induz uma tensão nos 
enrolamentos devido ao movimento relativo entre o ímã e os condutores 
(lei de Faraday). O inversor que controla o motor é alimentado por uma 
tensão de barramento, proveniente de uma fonte de alimentação de cor-
rente contínua. A tensão de pico induzida nos enrolamentos deve ser 
menor do que a tensão de barramento no inversor para ser possível fluir 
corrente no motor. 
Pela lei de Faraday-Lenz tem-se a força eletromotriz * dada por: 
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( )t N
t
ϕ
ε
∂
= −
∂
 (3.53) 
sendo 6&/6= a variação do fluxo magnético no tempo ("#/>) e ) o 
número de espiras da bobina. 
Fazendo uma manipulação algébrica na equação (3.53), tem-se: 
ϕ ϕ
ε ν
∂ ∂ ∂
= − = −
∂ ∂ ∂
( ) ( )e
x
t N N t
x t x
 (3.54) 
onde 6&/6M é a variação do fluxo magnético relativo à posição do ímã 
("#/) e O^(=) é a velocidade de deslocamento do ímã (/>). A 
velocidade do ímã em função do tempo é dada por: 
( ) ( )ν ω ω= cose rt c t  (3.55) 
Na metodologia de cálculo apresentada nesse trabalho, usa-se a 
posição como referência e não o tempo, assim da equação (3.55) obtém-
se: 
( ) 2 2r rx c c xν ω= −  (3.56) 
Portanto, a tensão (+) produzida pelos enrolamentos do atuador 
será: 
2
2( )
2
f i i f
r
f i
x x
x N c
x x
ϕ ϕ
ε ω
 
− +
= − −   
−  
 (3.57) 
onde &  e &'  são os fluxos calculados no momento final e inicial de 
cada passo de integração respectivamente. Igualmente para as posições 
M e M' que são as posições iniciais e finais respectivamente. 
Essa metodologia de cálculo empregada nesse trabalho será vali-
dada com as medições em dinamômetro. A grande vantagem dela é a 
precisão dos resultados (conforme será mostrado) e a velocidade de 
cálculo. O tempo de simulação, desde a montagem do modelo até o pós-
processamento leva cerca de 14s. Tempo bastante rápido e que é obtido 
utilizando a linguagem de script do FEMM em um computador de mesa 
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com dois núcleos de processamento (Intel Pentium E2160 1,8GHz com 
2GB memória RAM).  
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4.  Metodologia Experimental e Bancada de Testes 
Os testes realizados em bancada utilizaram o conceito de acopla-
mento Back-to-Back, ou seja, foram utilizados dois atuadores lineares, 
um na função de motor e o outro na função de gerador. A energia elétri-
ca entregue ao motor é convertida em energia mecânica e transferida 
para o gerador através de um eixo rígido. Os fios de saída do gerador 
são acoplados a uma carga RC (resistiva e capacitiva) escolhidas de 
forma a se obter a máxima transferência de potência. As potências elé-
tricas de entrada e de saída são medidas através de um Wattímetro. O 
motor é alimentado com tensão e frequência ajustáveis para que a defa-
sagem entre a corrente e o deslocamento fique próxima de 90º, ou seja, 
manter a corrente e a velocidade em fase para se obter a máxima potên-
cia de saída. 
A Figura 29 mostra um desenho 3D em corte do dinamômetro u-
tilizado nos testes. Alguns componentes importantes estão em destaque, 
são eles: a) motor; b) gerador; c) molas ressonantes; d) eixo de acopla-
mento.  
 
 
Figura 29 – Desenho 3D em corte do sistema de medição. 
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4.1 Separação das perdas 
A Figura 30 ilustra o esquema de medição empregado ao dina-
mômetro.  
 
 
Figura 30 – Esquema de medição do dinamômetro. 
onde: 
 
NO
 
= Potência de entrada (W) 
E9 = Perdas no cobre do motor (W) 
E9 = Perdas no ferro do motor (W) 
EG9 = Perdas periféricas do motor (W) 
N9O = Potência mecânica (W) 
E9 = Perda no mecanismo (W) 
N9OF = Potência entregue ao gerador (W) 
EF = Perda no cobre do gerador (W) 
EF = Perda no ferro do gerador(W) 
EGF = Perdas periféricas do gerador (W) 
NP = Potência de saída do gerador (W) 
 
As perdas no cobre são calculadas através da leitura de corrente e 
da resistência dos atuadores através da relação N = Z , onde N é a 
perda no cobre ("), Z a resistência medida (Ω) e corrigida pela tem-
peratura de operação e  a corrente eficaz (). 
A potência mecânica entregue ao gerador é considerada igual ao 
somatório de EF + EF + EGF + NP.  
A potência mecânica entregue pelo motor é a soma da potência 
mecânica entregue ao gerador mais a perda no mecanismo, ou seja, 
N9O = N9OF + E9. 
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As perdas no ferro e no mecanismo são determinadas com o sis-
tema a vazio. 
4.1.1 Perdas a vazio 
Neste ensaio são criadas curvas de perdas de acordo com o má-
ximo deslocamento do motor para duas condições: sem o gerador e com 
o gerador instalado no dinamômetro. Além disso, são descontadas as 
perdas no cobre para as duas condições, ambas são funções do desloca-
mento (Figura 31). 
 
 
Figura 31 – a) Perda a vazio sem o gerador acoplado.  
b) Perda a vazio com o gerador acoplado. 
Lembrando que NO é a potência de entrada, E9 é a perda no co-
bre do motor. Subtraindo-se as curvas resultantes da Figura 31 é obtida 
uma curva de perdas no ferro do gerador em função do deslocamento 
(Figura 32).  
 
 
Figura 32 – Perdas no ferro do gerador em função do deslocamento. 
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onde EF é a perda no ferro do gerador. Na segunda etapa dos testes, a 
alimentação vai ao gerador e o motor é retirado e recolocado de forma 
semelhante ao processo descrito para o gerador. Após isso, a perda no 
ferro do motor encontrada é descontada da curva mostrada na Figura 31-
a, encontrando-se a perda no mecanismo em função do deslocamento. 
Esta etapa é realizada tanto para o motor quanto para o gerador e a perda 
no mecanismo (E9) é a média das duas curvas (Figura 33). 
 
 
Figura 33 – Perdas no mecanismo do dinamômetro. 
As perdas periféricas no motor (EG9) e gerador (EGF) são obtidas 
com o motor e gerador sem carga e bloqueados, isto é, com potência 
mecânica nula. Para encontrá-las, injeta-se corrente no motor até o limi-
te da máxima corrente de trabalho e medem-se as perdas descontando as 
perdas no cobre que são facilmente obtidas (Figura 34). O mesmo pro-
cedimento é feito para o gerador.  
 
 
Figura 34 – Separação da perda periférica. 
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A perda periférica é função do quadrado da corrente, comportan-
do-se como a perda Joule no cobre. Nessa perda estão embutidas as per-
das por corrente induzidas na periferia do motor na condição de medi-
ção, por isso a escolha desse nome. Também estão inseridas as perdas 
por correntes induzidas no ímã. Nesse motor e gerador apresentados 
essas perdas foram bastante pequenas, conforme será visto no Capítulo 
6.  
4.1.2 Eficiência do motor e gerador 
Após medições das perdas no dinamômetro, pode-se calcular a e-
ficiência do motor e do gerador de acordo com as equações (4.1) e (4.2), 
respectivamente: 
mec
m
e
P
P
η =   (4.1) 
s
g
mecg
P
P
η =  (4.2) 
4.2 Bancada de testes 
Medir eficiência e potência de forma confiável tem alguns com-
plicadores práticos. Devem-se utilizar equipamentos de precisão para 
reduzir o desvio das medições e garantir repetibilidade nos testes. Mui-
tos dinamômetros utilizam como carga um motor para se obter melhor 
controle da carga. Assim, há o motor a ser testado e um segundo motor 
que será utilizado apenas como freio. Uma dificuldade está relacionada 
ao acoplamento dos motores. A Embraco tem longa experiência em 
trabalhar com motores rotativos, que utilizam acoplamentos do tipo 
helicoidal (Figura 35). Os acoplamentos compensam desalinhamentos, 
podem trabalhar com altas velocidades e transmitir altos torques em 
velocidades constantes. Também proporcionam estabilidade dinâmica, 
pouca vibração e carregamento suave nos mancais. 
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Figura 35 – Exemplo de acoplamento helicoidal. 
Para medir motores lineares deve-se utilizar uma estratégia dife-
rente dos motores rotativos, visto que não há como acoplar os motores 
como no exemplo mostrado na Figura 35, porque o sentido de movi-
mento é axial e não radial. Consequentemente, os equipamentos desen-
volvidos utilizaram o conceito semelhante ao desenho apresentado na 
Figura 29, com eixo rígido ligado a parte móvel dos atuadores e com 
molas ressonantes. 
A Figura 36 mostra de forma ordenada a evolução ao longo do 
tempo dos cinco tipos de dinamômetros testados até agora, do mais an-
tigo (1) ao mais novo (5).  
 
 
Figura 36 – Dinamômetros avaliados ao longo dos testes. 
1. A primeira versão funcionou bem, tinha duas molas planas do la-
do do motor e duas para o gerador, porém a frequência de opera-
ção era metade da desejada; 
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2. Na segunda versão utilizaram-se vinte molas planas de cada lado 
para se obter maior frequência de ressonância. As perdas mecâni-
cas eram enormes e logo foi abandonado; 
3. Nessa versão montou-se uma base bastante rígida para melhorar 
os engastes das molas, mas havia dificuldade para se conseguir 
alinhar o ímã no motor, causando perdas pelo contato com o esta-
tor; 
4. Nessa nova alternativa, procurou-se utilizar o conceito da própria 
mola do compressor. Projetou-se a mola com um ponto neutro 
central, para oscilar igualmente nas duas extremidades (motor e 
gerador). Isso exigiu que fosse eliminado movimento no ponto 
central da mola com parafusos, mas as perdas mecânicas ficaram 
enormes em pouco tempo de uso. Independente da força de aper-
to dos parafusos, a fixação começava a soltar devido às pequenas 
vibrações do funcionamento. Além disso, era muito difícil garan-
tir folga radial; 
5. Nessa última versão, voltou-se ao conceito de molas planas e au-
mentou-se consideravelmente os pontos de fixação da mola a es-
trutura com grandes parafusos. A perda do mecanismo reduziu-se 
bastante e foi possível obter resultados mais precisos do que os 
obtidos até então. Como não há restrição de espaço em bancada, 
utilizar grandes molas planas tem o benefício direto do efeito res-
sonador e da mancalização ao mesmo tempo. 
 
Em todos os dinamômetros avaliados, houve dificuldade em se 
conseguir prender o conjunto suporte dos ímãs às molas. Devido ao 
tamanho reduzido do ímã, não há maneira simples de prendê-lo de for-
ma a garantir folga radial e fixação. Além disso, o entreferro é pequeno 
e qualquer contato do ímã com o estator produz grandes perdas mecâni-
cas, inclusive provocando a quebra do magneto. Isso é um problema que 
infelizmente não há como ser totalmente resolvido, mas sim tolerado e 
corrigido na medida em que for necessário. 
O maior problema enfrentado está relacionado à quebra das mo-
las ressonantes. Como o curso na máxima amplitude é elevado e a fre-
quência também é alta, trabalha-se no limite crítico da resistência das 
molas. As molas são confeccionadas com material de aço duro e os se-
guintes tratamentos são feitos para aumentar a vida útil delas [47]: têm-
pera, revenimento, tamboreamento, polimento e shot peening.   
Durante os testes, foi medida em tempo real a temperatura dos 
enrolamentos através de termopares para compensar o cálculo da perda 
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Ôhmica. A Figura 37 mostra em detalhes um conjunto estator utilizado 
nos testes. 
 
 
Figura 37 – Estator com termopar inserido entre os enrolamentos. 
A Figura 38 mostra o processo de fixação do suporte com o ímã 
nas molas ressonantes. 
 
 
Figura 38 – Montagem do suporte do ímã na mola ressonante. 
Para controle de curso dos atuadores, foi utilizado sensor Hall 
com saída em tensão variando linearmente com o deslocamento. O mo-
delo escolhido foi o A1321 do fabricante Allegro, que trabalha até 
150ºC, muito superior às condições de operação. A Figura 39 mostra o 
processo de calibração do sensor Hall com auxílio de um sensor laser. 
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Figura 39 – Calibração com laser do sensor Hall utilizada 
para medir o deslocamento. 
Na Figura 40 pode-se verificar o dinamômetro montado e em o-
peração. Devido à alta frequência de operação (centenas de Hertz), pe-
quenas vibrações na estrutura fazem o equipamento se mover, por isso 
elevou-se o dinamômetro com cordões para evitar tal fato. 
 
 
Figura 40 – Dinamômetro montado e em operação. 
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5.  Otimização do motor linear 
Nesse capítulo será abordada a otimização do motor linear para se 
obter a melhor relação de potência, eficiência e volume. Antes de iniciar 
o processo de otimização, será apresentada uma contextualização da 
necessidade de se utilizar as ferramentas de otimização para problemas 
de engenharia.  
5.1 Publicações sobre otimização de motores 
Alguns trabalhos publicados abordam otimização de motores li-
neares junto à metodologia de cálculo [10, 15, 18, 21], porém de forma 
bastante simplificada. Nos artigos publicados em [16, 19, 20] há enfo-
que na otimização do motor. Exceto [16], publicado em 1990, os traba-
lhos nessa área são do ano 2001 em diante. Esse fato pode ser relaciona-
do ao grande avanço nos computadores que a cada ano estão mais velo-
zes e confiáveis. Em trabalho pertinente ao assunto [17], o autor utiliza 
algoritmo genético para otimizar um motor síncrono com ímã perma-
nente. A utilização de algoritmo genético é ainda bastante incipiente na 
área de motores lineares, assim como otimização de motores através de 
cálculo por elementos finitos. Essa realidade deve mudar nos próximos 
anos, novamente devido à facilidade de acesso a computadores rápidos. 
 
5.2 História da otimização 
Técnicas de otimização estão disponíveis há mais de cem anos. 
No início, o cálculo diferencial foi a ferramenta básica aplicada para se 
encontrar máximos ou mínimos de funções, que favoreceu muitas situa-
ções práticas e problemas teóricos. Durante a segunda Guerra Mundial, 
o governo Britânico organizou um grupo de cientistas para auxiliar os 
comandantes no campo para resolver problemas complexos, estratégicos 
e táticos. Logo após esse período, um desenvolvimento dramático e 
refinado de operações em técnicas científicas ocorreu correspondendo a 
uma expansão dos problemas militares para problemas encontrados em 
praticamente todas as áreas das indústrias e dos serviços governamentais 
[48]. 
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5.3 Problemas de otimização 
Problemas que procuram maximizar ou minimizar uma função 
matemática de um número de variáveis, sujeitos a certas restrições, po-
dem ser chamados de problemas de otimização. Muitos problemas do 
mundo real e teóricos podem ser modelados neste conceito. A função 
matemática que será otimizada é conhecida como função objetivo, con-
tendo normalmente muitas variáveis. Problemas de otimização podem 
envolver mais de uma função objetivo e são conhecidos como proble-
mas de múltiplos objetivos. Além disso, os problemas de otimização 
podem ser tanto com restrições ou sem restrições. As restrições têm dois 
componentes, usualmente uma função e uma constante relacionadas por 
uma igualdade ou desigualdade, e.g. para uma restrição de recurso, a 
função representa o total de recurso requerido em termos das variáveis 
de decisão e a constante representa o total de recurso disponível. 
5.4 Classificação dos problemas de otimização  
Os problemas de otimização podem ser classificados de acor-
do com a Figura 42 [48]. 
 
 
Figura 42 – Classificação dos problemas de otimização. 
Foi comentada a classificação dos objetivos (simples ou múlti-
plos) e o tipo de objetivo (maximização ou minimização). No caso de 
múltiplos objetivos, normalmente eles são contraditórios entre si. Se não 
forem, os múltiplos objetivos podem ser convertidos em um problema 
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de simples objetivo. A classificação do problema indica se há restrições 
ou não. As variáveis podem ser classificadas como real, inteira ou intei-
ras misturadas. Nos problemas com variáveis contínuas (real), procura-
se por um conjunto de números reais. Os problemas de otimização com 
variáveis inteiras ou discretas é chamado de problema combinatório. 
Nesses problemas procura-se por um objeto de um conjunto finito ou 
infinito. A classificação da função trata principalmente da propriedade 
de funções matemáticas, que é muito importante do ponto de vista da 
solução. As funções objetivo ou restrições podem ser lineares, não linea-
res ou ambas. Se todas as funções são lineares em um determinado mo-
delo, pode-se chamar de modelo linear. Se uma ou mais funções envol-
vem não linearidade, então é chamado de modelo não linear. A convexi-
dade é considerada uma propriedade importante em problemas clássicos 
de otimização tanto que muitas técnicas e algoritmos de otimização são 
desenvolvidos assumindo que a função é convexa [49]. Em otimização, 
a resposta da solução pode ser dividida em dois grupos maiores: aqueles 
que podem ser deriváveis e os que não podem ser. Ser derivável está 
intimamente relacionado com a continuidade da função.  
5.5 Fronteira de Pareto 
A presença de múltiplos objetivos em um problema, em princí-
pio, dá um conjunto de soluções ótimas ao invés de uma simples solução 
ótima. Isso é conhecido como soluções de Pareto ótimas. A Figura 43 
ilustra uma fronteira de Pareto. Os pontos marcados por A, B e C são 
soluções do problema e estão na fronteira de Pareto. Em virtude disso, 
não é possível afirmar que a solução A é melhor do que a solução B, a 
escolha vai depender de outros fatores definidos pelas condições de 
contorno do problema, por exemplo, altura, diâmetro, potência, custo, 
etc. Por outro lado, o ponto C não é solução ótima sendo descartada em 
virtude dos pontos contidos no Pareto [50]. Dessa forma, na região des-
crita como “espaço de decisão” estarão os resultados da otimização, 
sendo os melhores resultados aqueles que estão na fronteira. 
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Figura 43 – Fronteira de soluções ótimas de uma função,  
também chamado de fronteira de Pareto. 
5.6 DOE (Planejamento ou Projeto de Experimentos) 
DOE é uma metodologia que maximiza o conhecimento obtido 
de resultados experimentais. O DOE é uma poderosa ferramenta para 
projetar e analisar experimentos. Ela elimina observações redundantes, 
reduz o tempo e recursos para fazer os experimentos. Consequentemen-
te, a técnica de DOE permite ao usuário tentar extrair o máximo de in-
formações possíveis de um limitado número de testes [51]. 
A metodologia de definição de experimentos pode ser utilizada 
para diferentes aplicações: 
 
1. Criar amostras para uma análise sensitiva. O uso do DOE é ex-
tremamente importante em um arranjo experimental para identifi-
car quais variáveis de entrada afetam mais o experimento; 
2. Criar um conjunto de pontos aleatórios para avaliação de robustez 
e análise de confiabilidade; 
3. Gerar um conjunto apropriado de pontos de suporte para criar 
uma aproximação de uma curva de resposta; 
4. Prover ao algoritmo de otimização uma população inicial de ex-
perimentos. 
 
Dependendo da aplicação, um diferente método de criar o DOE 
pode ser selecionado, podendo ser totalmente aleatório ou construído de 
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forma estatística, levando em consideração as possibilidades das variá-
veis de entrada e suas restrições. Dependendo do número de variáveis de 
entrada e da complexidade do problema, pode-se escolher um DOE de 
forma a englobar todas as respostas possíveis. Assim, não há necessida-
de de se otimizar o problema, sendo apenas necessário rodar o DOE e 
aguardar as soluções da saída com o ponto ótimo encontrado. Normal-
mente esse tipo de avaliação não é viável, porque o universo de combi-
nações e o tempo entre cada iteração é muito longo, tornando-se muito 
demorado. 
5.7 Alguns exemplos de algoritmos 
Dentre os algoritmos de otimização existentes, foram escolhidos 
quatro métodos para uma avaliação de robustez e desempenho. Os mé-
todos escolhidos são: Simplex (Nelder-Mead), BFGS, MOGA-II e NS-
GA-II. Abaixo, apresenta-se uma breve descrição de cada método. 
5.7.1 Método Simplex de Nelder-Mead   
Não deve ser confundido com o método simplex de programação 
linear [49, 52]. O método Simplex trabalha com poliedros contendo N+1 
pontos em um espaço N-dimensional. Assim, em duas dimensões usam-
se triângulos, em três dimensões tetraedro, e assim por diante. O método 
Simplex compara os valores da função objetivo nos vértices N+1 e, en-
tão, move o poliedro gradualmente em direção ao ponto ótimo durante o 
processo iterativo. Para cada iteração do algoritmo, são substituídos os 
vértices de modo a alcançar valores máximos (ou mínimos) da função. 
O movimento dos vértices é dado por três operações: reflexão, expansão 
e contração [53]. 
• Reflexão: o vértice correspondente ao pior valor da função obje-
tivo, relativo aos outros vértices, é refletido na face oposta para se 
obter um novo valor. Como a direção de seu movimento é oposta 
ao pior resultado, a reflexão move-se em direção favorável ao 
ponto ótimo da função, desde que não exista um vale muito ín-
greme nas proximidades; 
• Expansão: quando o processo de reflexão nos dá um novo míni-
mo é esperado que seja reduzido ainda mais o valor da função. 
Desse modo são expandidos os vértices; 
• Contração: no momento em que a reflexão apresenta um ponto 
que é ruim comparado com todos outros vértices, exceto o pior de 
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todos, os vértices são contraídos, trocando-se o novo ponto com o 
pior ponto. 
5.7.2 BFGS 
O método mais popular dos algoritmos quase-Newton1  é o méto-
do BFGS, nomeado pelas iniciais de seus inventores (Broyden, Fletcher, 
Goldfarb e Shanno) [52]. Esse método é utilizado para resolver proble-
mas não-lineares sem restrições. O método BFGS é derivado do método 
de otimização de Newton, uma classe de algoritmo que procura um pon-
to estacionário na função, onde o gradiente é zero [54].  O método de 
Newton assume que uma função pode ser localmente aproximada por 
uma expansão quadrática de Taylor, na região próxima ao ótimo e utili-
za derivadas de primeira e segunda ordem para encontrar o ponto esta-
cionário. Nos métodos quase-Newton as derivadas de segunda ordem 
não precisam ser calculadas em estágio algum, ao invés disso, é analisa-
do sucessivamente o gradiente da função [49].  
5.7.3 MOGA-II e NSGA-II 
Antes de comentar os métodos MOGA-II e NSGA-II, que são al-
goritmos genéticos, será feita uma breve introdução ao método em ques-
tão. 
5.7.4 Algoritmo genético 
Algoritmo genético é uma técnica de otimização que tem como 
analogia a natureza.  O processo de evolução natural intrigou John Hol-
land da universidade de Michigan em meados de 1960. Ele desenvolveu 
uma técnica computacional na qual simulava o processo de evolução e 
aplicou a programação matemática. O algoritmo genético baseia-se em 
torno do processo de reprodução genética e utiliza a “estratégia da so-
brevivência dos mais bem adaptados” [49, 55]. O procedimento de cál-
culo dos algoritmos genéticos, basicamente, se baseia nos seguintes 
critérios: criação da população inicial, avaliação, criação do “pool” ge-
nético, operação de crossover, mutação e avaliação. Abaixo, apresenta-
se a descrição de cada critério: 
 
                                                        
1
 Métodos quase-Newton, também conhecidos como métodos de variáveis métricas, utilizam 
informações do gradiente da função. 
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a) Criação da população inicial: como o próprio nome já diz, aqui 
são criados os indivíduos da população inicial; 
b) Avaliação: corresponde ao cálculo da qualidade da solução, onde 
os valores das variáveis de cada membro são extraídos; 
c) Criação do “pool” genético: aqui os membros mais fracos são 
substituídos pelos membros mais fortes baseado na sua adaptabi-
lidade; 
d) Operação de Crossover: essa operação envolve a escolha de dois 
membros aleatoriamente e, então, é feita uma recombinação entre 
eles, gerando dois novos membros (Figura 44); 
 
 
Figura 44 – Exemplo de operação Crossover. 
e) Mutação: serve para inserir variabilidade genética a população. É 
uma operação aleatória de modo a alterar a expectativa de indiví-
duo mais bem adaptado (Figura 45); 
 
 
Figura 45 – Exemplo de Mutação. 
f) Avaliação: a população é avaliada utilizando os critérios do passo 
2, os indivíduos mais bem adaptados são armazenados. Se o nú-
mero de gerações está completa, o processo é finalizado. 
Parente 
Descendente 
Parente 1 
Descendente 1 
Parente 2 
Descendente 2 
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5.7.5 MOGA-II (Multi-Objective Genetic Algorithm II ou Algorit-
mo Genético de Multiobjetivo II) 
Este algoritmo utiliza uma versão proprietária do Algoritmo Ge-
nético de Multiobjetivo. MOGA-II é um algoritmo eficiente que usa um 
sistema de procura múltipla através de elitismo. Entende-se por elitismo 
os indivíduos mais bem adaptados e com maior chance sobrevivência. 
Este novo operador de elitismo é capaz de preservar algumas soluções 
excelentes sem trazer uma convergência prematura a fronteiras de óti-
mos locais [56]. Sua eficiência é comandada por seus operadores (cros-
sover clássico, crossover direcional, mutação e seleção) [57]. 
5.7.6 NSGA-II (Non-dominated Sorting Genetic Algorithm II ou 
Algoritmo Genético Ordenado Não dominado)  
NSGA-II é um algoritmo genético rápido e elitista que trabalha 
com funções multiobjetivos [50]. Este algoritmo foi desenvolvido por 
Kalyanmoy Deb no laboratório de algoritmos genéticos Kanpur e o có-
digo fonte está disponível gratuitamente na página do laboratório [58]. 
O ordenamento das soluções não dominadas da população baseia-se 
simplesmente na determinação das soluções não dominadas da popula-
ção a cada iteração e no arquivamento destas em um conjunto de solu-
ções não dominadas de acordo com o nível de dominância. Ao iniciar as 
iterações, o primeiro resultado da população é arquivado no conjunto de 
soluções não dominadas e as possibilidades restantes são testadas. Caso 
uma solução domine alguma solução previamente arquivada no conjun-
to de soluções não dominadas, estas soluções dominadas são retiradas 
do conjunto de resultados dominantes e assim sucessivamente até que 
sejam testadas todas as soluções da população [59]. 
5.8 Resolvendo alguns problemas para avaliação dos métodos 
Uma função a ser otimizada pode ter comportamento semelhante 
à Figura 46. Dependendo do algoritmo utilizado, pode-se chegar a res-
postas não desejadas. Na Figura 46, caso o objetivo fosse encontrar o 
mínimo, verifica-se que existem três mínimos. O mínimo local fraco 
pode ser facilmente contornado pelo método empregado, porém um 
mínimo local forte pode fazer o algoritmo convergir erroneamente para 
esse ponto, sendo uma resposta não otimizada e não interessante. De-
pendendo do DOE empregado como ponto de partida, pode-se facilitar o 
trabalho do algoritmo a encontrar o mínimo global. 
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5.9 Caixa aberta
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Resolvendo o problema analiticamente, obtém-se o volume da 
caixa: 
( )( ) 2 340-2 52-2 4(520 - 46 )Vol x x x x x x= = +  (6.1) 
Como 0 ≤ 2M ≤ 40, o domínio de M é 0 ≤ M ≤ 20. 
Para achar os números críticos da função, diferencia-se +a em 
relação à M. 
( )24 520 92x 3xdVol
dx
= − +  (6.2)
  
Fazendo +a M⁄ = 0, obtêm-se as raízes M = 23,19 e M = 7,47. Co-
mo 23,19 está fora do domínio de M, o único número crítico é 7,47. As-
sim, cortando-se os quadrados de lado M  utilizando-se M = 7,47  o 
volume da caixa é +a = 6937,57. Esse volume é o maior volume 
que se pode obter através da folha retangular de 52cm x 40cm. 
5.9.2 Resolução através do programa otimizador 
Para o DOE, foi escolhido apenas um único ponto, sendo ele 
M = 1,0. Dessa maneira, os quatro métodos utilizaram o mesmo pon-
to de partida. O máximo número de iterações permitido era 100. Dessa 
forma garantiu-se que os métodos tivessem as mesmas condições inici-
ais e finais.  
Resolvendo o problema através dos algoritmos Simplex, B-
BFGS, MOGA-II e NSGA-II, obteve-se excelente resultado com todos 
os métodos. A Figura 48 mostra a curva de resposta dos algoritmos e a 
curva real 0(M) que representa o volume da caixa em função de M. 
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Figura 48 – Resposta dos métodos testados sobre a  
curva analítica do volume. 
A Tabela 2 resume os resultados obtidos. Note que o erro percen-
tual é praticamente zero para todos os algoritmos utilizados.  
 
 x (cm) Volume máximo (cm³) 
Analítico real 7,47 6937,57 
Simplex 7,50 6937,51 
B-BFGS 7,47 6937,57 
MOGA-II 7,50 6937,50 
NSGA-II 7,43 6937,38 
Tabela 2 – Comparação dos resultados. 
Apesar de todos os métodos terem se saído muito bem, pode-se 
verificar na Figura 49 que alguns algoritmos convergiram para a respos-
ta correta mais rapidamente que outros. Os métodos Simplex e BFGS 
convergiram muito rapidamente e logo em seguida o algoritmo identifi-
cou convergência e parou automaticamente. Os algoritmos genéticos, 
em virtude de suas características de sempre procurar os indivíduos mais 
bem adaptados, só finalizam o número de iterações quando a quantidade 
de gerações permitida for atingida.  
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Figura 49 – Rapidez para cada método convergir  
para o máximo volume. 
A Tabela 3 mostra o número de iterações em que o máximo vo-
lume foi encontrado para cada método. O método Simplex foi o mais 
rápido seguido pelo B-BFGS. Os algoritmos genéticos foram muito 
mais lentos. Apesar disso, o tempo de cada iteração ficou na ordem de 
alguns milissegundos devido à simplicidade do problema. 
 
 Iteração Diferença (%) 
Simplex 15 Referência 
B-BFGS 19 26,7 
MOGA-II 77 413,3 
NSGA-II 45 200,0 
Tabela 3 – Tempo de convergência dos métodos. 
Essa característica de rápida convergência é típica dos métodos 
Simplex e BFGS, porém pode ocorrer do algoritmo não atingir a solução 
desejada para problemas mais complexos. Os algoritmos genéticos são 
importantes porque geralmente não param em máximos ou mínimos 
locais. O próximo exemplo ilustra bem essa característica dos algorit-
mos genéticos. 
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5.10 Função com máximos locais 
Nesse exemplo escolheu-se a função >-@(M)cos(M) para ser ava-
liada. Essa função possui vários máximos locais ao longo de seu interva-
lo de análise. Para testar os métodos, o intervalo de trabalho foi reduzido 
para a janela de intervalo 6,5 ≤ M ≤ 9,4 conforme a Figura 50. 
 
 
Figura 50 – Função analisada com intervalo reduzido. 
Assim como no problema anterior, o DOE escolhido tinha apenas 
um ponto sendo M = 7,0. Esse valor está longe do ótimo e existem 
dois máximos locais antes do máximo global. Isso vai ajudar a verificar 
a robustez dos métodos. Para os quatro métodos utilizou-se o mesmo 
DOE e o máximo número de iterações permitido era 100. Dessa forma 
garantiu-se que os métodos tivessem as mesmas condições iniciais e 
finais.  
Para essa função (no intervalo avaliado) o valor de máximo é en-
contrado em M = 7,9263, assim 0(M) = 0,9974. A Figura 51 mostra os 
resultados obtidos em comparação à forma analítica real. Verifica-se 
que nenhum dos quatro métodos conseguiu atingir o máximo global nas 
100 iterações máximas permitidas. Apesar de nenhum método conseguir 
atingir o máximo global, o método Simplex e BFGS obtiveram um de-
sempenho superior em relação aos métodos genéticos, porém eles só 
utilizaram uma fração do número de iterações possíveis (Figura 52). 
Assim sendo, não adiantaria aumentar o número de iterações para eles. 
Ao contrário dos outros métodos, os algoritmos genéticos precisam ter 
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um número de gerações elevado para dar tempo ao algoritmo evoluir e 
encontrar a melhor solução. 
 
 
Figura 51 – Resposta dos métodos testados sobre a curva analítica. 
 
 
Figura 52 – Os métodos não conseguiram convergir para  
o máximo global em 100 iterações. 
Após a primeira avaliação, foi utilizado um limite de 600 gera-
ções, assim o máximo global foi encontrado com bastante acuracidade. 
A  Figura 53 mostra os pontos dessa rodada de simulação e a Figura 54 
mostra o preenchimento de pontos que cada método apresentou.  
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Figura 53 – Nova otimização com os algoritmos genéticos 
e limitados em 600 gerações. 
 
 
Figura 54 – Resposta dos métodos sobre a função analítica. 
O algoritmo NSGA-II teve muito mais pontos do que o MOGA-
II. Isso ocorre porque durante a otimização os indivíduos repetidos não 
são recalculados e o método MOGA-II foi menos abrangente do que o 
NSGA-II. A Tabela 4 resume os resultados obtidos. O erro percentual 
era muito alto nos algoritmos genéticos, porém com o aumento do nú-
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mero de gerações, o erro ficou praticamente zero para o método MO-
GA-II e zero para o NSGA-II.  
 
 x Máximo Erro % 
Analítico real 7,9264 0,9974 Referência 
Simplex 7,5215 0,9450 -5,26 
B-BFGS 7,5214 0,9450 -5,26 
MOGA-II 8,3080 0,8949 -10,28 
NSGA-II 7,1007 0,7208 -27,73 
MOGA-II (600 iterações) 7,9230 0,9959 -0,14 
NSGA-II (600 iterações) 7,9265 0,9974 0,00 
Tabela 4 – Comparação dos resultados. 
Esses dois exemplos avaliados serviram para demonstrar a robus-
tez dos métodos e suas fraquezas. Os métodos genéticos são excelentes 
para uso geral, porque se o número de gerações for grande o bastante, 
será possível atingir o objetivo com bastante precisão. A grande desvan-
tagem é o tempo para se convergir e a falta de uma parada automática. 
Para exemplos práticos de engenharia e utilizando programas que levam 
muito tempo para calcular cada iteração (na ordem de minutos), a com-
putação pode levar algumas horas e até mesmo dias. Nesse caso o co-
nhecimento do método mais adequado para a situação em análise é bas-
tante importante. Outro fator que contribui muito para uma rápida con-
vergência é uma boa escolha do DOE inicial. Nos exemplos foram esco-
lhidos dados de entrada ruins do ponto de vista prático, mas que auxilia-
ram na avaliação da robustez dos métodos. Existem muitos outros méto-
dos de otimização na literatura. Caso o leitor tiver interesse, alguns im-
portantes estão nas referências comentadas nesse capítulo. 
5.11 Otimização da eficiência do atuador linear 
Nessa seção, será apresentada a otimização da eficiência em fun-
ção da potência mecânica do motor utilizando o método NSGA-II. Con-
forme demonstrado na seção anterior, o método possui boa robustez e 
pode apresentar maior população no resultado final, auxiliando na esco-
lha do melhor projeto. Como referência, serão comparados os resultados 
da otimização com o produto atual utilizado na empresa. Esse produto 
foi feito sem auxílio da ferramenta de otimização e possui um bom de-
sempenho frente às suas restrições construtivas. 
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Considerando o motor apresentado no capítulo 1 (Figura 1), a Fi-
gura 55 ilustra o motor em vista 2D através do eixo de simetria com as 
respectivas cotas utilizadas na otimização. São elas: 
 
a) Coroa do estator 
b) Profundidade do carretel 
c) Comprimento do carretel 
d) Comprimento do ímã 
e) Sapata do estator 
f) Espessura do ímã 
g) Coroa do ferro de retorno de fluxo 
h) Furo do estator 
 
 
Figura 55 – Vista em 2D do motor com eixo de  
axissimetria (pontilhado) e as respectivas cotas. 
No processo de otimização, cada cota pode variar de acordo com 
um grau de liberdade permitido pelo projeto. Duas grandes restrições 
quanto ao dimensional do motor são o raio do furo do estator (ℎ) e o 
raio externo do motor (a + b + f + g + h + 2entreferro). Essas dimen-
sões foram fixadas devido a restrições do produto. O entreferro também 
ficou fixo na otimização. Além disso, outras restrições foram aplicadas: 
 
• Densidade de corrente máxima nos enrolamentos: 35/  
• Comprimento máximo do estator e do ferro de retorno: igual ao 
motor referência 
• Indução magnética máxima no estator e no ferro de retorno: 1,5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• Tensão induzida de pico máximo nas espiras (FEM2): 15+ 
• Potência mecânica mínima: 10W 
 
A frequência, o curso e o tipo de ímã foram mantidos iguais ao 
produto atual. O cálculo do motor foi feito através do método de ele-
mentos finitos em conjunto com o modelo analítico. Essa forma híbrida 
de calcular o motor foi uma maneira encontrada para se obter resultados 
confiáveis e rápidos. Foi detalhada toda a metodologia de cálculo dos 
parâmetros e do desempenho do motor no Capítulo 3.  
5.11.1 Resultados 
Foi escolhido um DOE com oito motores inicias criados aleatori-
amente. Após algumas iterações, começaram a aparecer motores váli-
dos3 e o algoritmo foi melhorando a eficiência até chegar ao patamar 
pouco abaixo de 76% (Figura 56). O projeto ID ou identificação de pro-
jeto representa um motor simulado. 
 
 
Figura 56 – Evolução da eficiência a cada motor simulado. 
A evolução de algumas variáveis de projeto pode ser conferida na 
Figura 57. Verifica-se que devido às restrições de diâmetro máximo do 
                                                        
2
  Ver no Capítulo 3.3 o cálculo da Força Eletromotriz induzida nos enrolamentos. 
3
 Durante o processo de otimização é muito comum que os projetos sejam inválidos. Depende 
do número de restrições e da complexidade de se encontrar casos válidos. 
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motor, algumas cotas não variaram nada ao longo do processo iterativo. 
Isso não significa que as essas cotas não foram testadas com outros va-
lores pelo algoritmo, mas que não houve casos válidos para valores dife-
rentes do apresentado.  
A Figura 58 mostra a curva da eficiência e potência mecânica em 
relação à densidade de corrente. A densidade de corrente está represen-
tada pelo diâmetro dos círculos, quanto maior o diâmetro, maior a den-
sidade de corrente. Cada círculo representa um atuador linear. Pode ser 
verificado que a eficiência foi evoluindo em patamares distintos até 
formar a fronteira de Pareto com os melhores projetos. 
 
 
Figura 57 – Histórico de algumas variáveis do motor. 
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Figura 58 – Curva da eficiência e potência mecânica  
em relação à densidade de corrente. 
Da Figura 58 avaliaram-se os motores da fronteira de Pareto e foi 
escolhido um deles. A Figura 59 ilustra o atuador escolhido (direita) ao 
lado do atuador de referência (esquerda). Percebe-se que o motor otimi-
zado tem um comprimento menor e um número maior de espiras. O ímã 
também ficou mais espesso e curto. As sapatas foram reduzidas drasti-
camente e houve um pequeno aumento na espessura do ferro de retorno.  
 
 
Figura 59 – Comparação do motor referência e o motor  
otimizado na mesma escala. 
A Tabela 5 compara as dimensões de ambos os motores. Por 
questão de confidencialidade, não será apresentada a real dimensão dos 
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motores. Será mostrada uma comparação percentual entre ambos os 
projetos. O novo motor ficou 17% mais curto, um ganho considerável. 
 
 Referência (%) Otimizado (%) 
Coroa do estator 100 85 
Coroa do ferro de retorno 100 118 
Profundidade do carretel 100 95 
Comprimento do carretel 100 113 
Comprimento da sapata 100 60 
Comprimento do motor 100 83 
Comprimento do ímã 100 97 
Espessura do ímã 100 138 
Massa do ímã 100 125 
Tabela 5 – Comparação dimensional dos motores 
referência e otimizado. 
A Tabela 6 mostra a comparação do desempenho dos motores. É 
importante citar que a densidade de corrente foi reduzida em 6,43%, a 
perda Joule no cobre caiu 8,5% e a perda no ferro foi reduzida cerca de 
16,6%. A frequência de operação era na ordem de centenas de Hertz e o 
curso alguns milímetros (esses valores foram omitidos por causa de 
confidencialidade). 
 
 Referência (%) Otimizado (%) Delta (%) 
Bitola do fio nu (mm) 0,25 0,25 0,00 
Resistência do fio (Ω) 1,17 1,22 4,27 
Corrente (A) 1,55 1,45 -6,45 
Densidade de corrente 
(A/mm2) 31,57 29,54 -6,43 
Potência mecânica (W) 15,49 15,49 0,00 
Perda no cobre (W) 2,81 2,57 -8,54 
Perda no ferro (W) 3,01 2,51 -16,61 
Número de espiras 114 132 15,79 
Eficiência (%) 72,70 75,30 3,58 
Tabela 6 – Comparação do desempenho dos motores 
referência e otimizado. 
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Outro resultado importante dessa otimização está na eficiência, 
que aumentou 3,58%. Um resultado notável tendo em vista que um 
compressor funciona várias horas por dia, implicando em uma redução 
do consumo de energia elétrica.  
Assim, encerra-se esse estudo sobre metodologia de otimização 
do motor linear. Verificou-se que o método é eficaz e pode ser imple-
mentando em uma gama variada de projetos, mesmo quando os parâme-
tros de cálculo são complexos. Atualmente essa técnica de otimização é 
bastante difundida na empresa, não apenas para cálculo de motores, mas 
em diversas áreas. 
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6.  Resultados (Analítico, Numérico e Comparações com Avalia-
ções Experimentais) 
Nesse capítulo, serão mostrados os resultados obtidos experimen-
talmente de acordo com a metodologia apresentada no Capítulo 4. A 
geometria do motor foi baseada nos resultados de otimização do Capítu-
lo 5. Além disso, também serão mostradas as comparações com alguns 
resultados obtidos pelo método de elementos finitos (MEF) axissimétri-
co e pelo método analítico apresentados no Capítulo 3. Por motivo de 
confidencialidade, serão suprimidas algumas informações que caracteri-
zam o deslocamento e a frequência de operação do atuador e os resulta-
dos para vários pontos de operação do motor. Os resultados apresenta-
dos nesse capítulo são usados para validar a metodologia usada no traba-
lho e se referem a um único ponto de operação do motor linear. 
As primeiras informações importantes a serem retiradas dos re-
sultados experimentais são a resistência ôhmica dos enrolamentos e a 
força eletromotriz (FEM) gerada pelo movimento do ímã permanente no 
motor. Essas duas informações são essenciais para se calibrar o progra-
ma de cálculo, porque a partir desses dados consegue-se obter maior 
precisão nos resultados. A FEM ajuda a verificar a qualidade do ímã e 
também está relacionada com o número de espiras, frequência de opera-
ção e amplitude do movimento conforme equação (3.57). Portanto com 
apenas duas informações iniciais, tem-se vários componentes do motor 
verificado e analisado. 
A Figura 60 mostra a FEM medida nos terminais do motor em 
circuito aberto, ou seja, corrente nula. Além disso, mostra à curva calcu-
lada pelo MEF sobreposta à experimental. Note que há excelente con-
cordância nos resultados obtidos. Para comparar os resultados analíticos, 
foram apresentados os valores da FEM em função da posição do ímã em 
meio ciclo, conforme a Figura 61. Verifica-se a boa concordância do 
modelo analítico com os resultados experimentais e com os valores cal-
culados pelo MEF. 
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Figura 60 – Comparação da força eletromotriz experimental e 
calculada pelo MEF. 
 
 
Figura 61 – Comparação da força eletromotriz experimental, 
analítica e calculada pelo MEF. 
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A força que será utilizada para o cálculo da potência, foi calcula-
da através do método Weighted Stress Tensor e pode ser verificada na 
Figura 62. 
 
 
Figura 62 – Força simulada pelo MEF em função do deslocamento. 
Nesse trabalho não foram feitas medições da força, apenas da po-
tência mecânica, devido à complexidade de se medir tal grandeza dina-
micamente e com acuracidade. Porém, a força pode ser obtida experi-
mentalmente através da potência mecânica de acordo com a equação 
(3.44). Integrando-se a força da Figura 62 obtém-se a força média num 
ciclo, que pode ser comparada com a força obtida do dinamômetro.  
Conforme citado no início desse capítulo, calibraram-se os parâ-
metros da metodologia de cálculo com os resultados medidos do motor. 
Primeiramente as dimensões físicas do ímã, estator, ferro de retorno, 
entreferro e número de espiras. Em seguida a indução remanente do ímã 
permanente, a resistência ôhmica da bobina, a corrente de excitação e o 
deslocamento. Após toda essa etapa inicial foi corrigida a perda no fer-
ro, pois as considerações adotadas não foram suficientes para compensar 
as perdas dinâmicas. Também não foi levado em consideração nos cál-
culos o efeito pelicular nas regiões condutora e a corrente induzida no 
ímã. 
A Tabela 7 resume os principais resultados experimentais e as 
respectivas comparações teóricas. Além disso, a tabela também informa 
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a diferença percentual entre as simulações e as medições em dinamôme-
tro. O valor da eficiência é diferente aos resultados apresentados na Ta-
bela 6, porque o motor foi testado num deslocamento menor. Isso foi 
necessário devido aos problemas enfrentados com quebra das molas. 
Evidentemente isso não condiz num problema, pois a metodologia per-
mite avaliar o motor em diferentes cursos e frequências. 
 
 Experimental Simulado MEF Delta (%) 
Bitola do fio nu (mm) 0,25 0,25 0,0 
Resistência do fio (Ω) 1,04 1,04 0,0 
Corrente (A) 2,20 2,20 0,0 
Número de espiras 104 104 0,0 
Força eletromotriz (V) 6,43 6,45 0,3 
Perda no cobre (W) 5,00 5,00 0,0 
Perda no ferro (W) 0,94 0,95 0,4 
Perda periférica (W) 0,15 0,15 0,0 
Potência mecânica (W) 10,86 11,39 4,9 
Potência de entrada (W) 16,96 17,34 2,3 
Força média (N) 8,73 9,41 7,9 
Eficiência (%) 64,03 65,69 2,6 
Tabela 7 – Comparação dos resultados experimentais e teóricos. 
Pode-se verificar pelos resultados mostrados na Tabela 7 que a 
metodologia utilizada no trabalho é confiável, porque a potência mecâ-
nica calculada pela metodologia tem boa concordância com os resulta-
dos medidos em dinamômetro, os quais foram considerados como refe-
rência nesse estudo. Conforme a equação (3.52) a perda calculada no 
ferro é descontada da potência mecânica para se levar em consideração 
os efeitos das perdas dinâmicas no motor. 
Assim, estima-se que a diferença de 4,9% nas potências valida a 
metodologia de estimação adotada, haja vista que o dinamômetro pode 
apresentar imprecisão que ainda precisa ser avaliada.  
A diferença encontrada na força de 7,9% é maior do que o erro da 
potência mecânica porque no cálculo da força não é feita nenhuma com-
pensação devido à simulação ser estática, como foi considerada para o 
calculo da potência mecânica. 
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A perda periférica foi considerada na simulação, entretanto ela 
não é calculada, apenas descontada da potência mecânica da mesma 
forma que é feito no dinamômetro. 
A eficiência do motor geralmente é o dado de saída mais impor-
tante, pois nesses motores procura-se obter a maior eficiência possível 
para uma determinada potência de saída. Nesse trabalho obteve-se exce-
lente resultado no cálculo da eficiência elétrica, com erro de 2,6%. É 
importante ficar claro que as duas condições analisadas não estão no 
mesmo ponto de carga ou potência: a simulação mostrou 11,39W en-
quanto o resultado experimental 10,86W. Idealmente, essas potências 
deveriam ser iguais. Nesse trabalho, utilizou-se como referência a cor-
rente de entrada no motor, pois os fenômenos elétricos dependem dessa 
corrente. 
A Figura 63 mostra como ficou a distribuição de perdas para os 
resultados do motor apresentados na Tabela 7. 
 
 
Figura 63 – Distribuição das perdas do teste. 
Com esses resultados apresentados, comprovou-se que a metodo-
logia de cálculo utilizando o MEF estático mais formulações analíticas 
permite calcular o desempenho do motor com bastante acuracidade. 
Ademais, essa estratégia proporciona rapidez de cálculo, facilitando a 
utilização do MEF nas atividades de otimização, fato que não seria pos-
sível caso tal estratégia fosse muito lenta ou imprecisa. 
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7.  Conclusões e sugestões para futuros trabalhos 
7.1 Conclusões 
Antes do advento dos motores lineares, os motores rotativos com 
conversores de movimento rotativo eram utilizados para obter-se movi-
mento linear. A vantagem da aplicação do atuador linear em compresso-
res com ciclo a vapor é o acoplamento direto da parte móvel do motor 
ao pistão, não havendo perdas como nos motores rotativos cujo acopla-
mento utiliza biela. Adicionalmente, a presença de cargas laterais é mi-
nimizada porque a força de compressão que atua no mecanismo está 
alinhada com o eixo de movimentação. 
Devido a novas oportunidades de negócios avaliadas pela empre-
sa, verificou-se que o motor linear é uma ótima solução para compresso-
res dependendo da faixa de frequência, volume do motor, potência e 
eficiência desejada. 
Dando sequência às atividades realizadas até o presente momento 
na empresa, verificou-se a necessidade de um estudo mais profundo dos 
fenômenos elétricos e magnéticos relativos ao funcionamento do motor 
e suas peculiaridades, principalmente no cálculo da força. Conhecer a 
resultante da força é essencial, pois o calculo da potência mecânica de-
pende da força e consequentemente a análise da eficiência do motor. 
Esse trabalho mostrou, no Capítulo 3, a aplicação do MEF em 
problemas relativos à magnetostática. Foram apresentadas as equações 
de Maxwell para problema magnetostático, a formulação magnetostática 
na forma forte e na forma fraca em potencial vetor magnético e o pro-
grama FEMM. Esse programa de código aberto e gratuito faz simula-
ções magnetostática 2D planar ou axissimétrica. Uma grande vantagem 
do FEMM é a linguagem Lua de programação que ele utiliza do tipo 
“script”. 
No Capítulo 3, avaliou-se a modelagem analítica do atuador line-
ar, utilizando o modelo de relutância para calculo do fluxo magnético 
circulando no entreferro. Nessa modelagem os fluxos magnéticos de 
dispersão e de espraiamento foram levados em consideração. 
Também no Capítulo 3 foi apresentada de forma objetiva a meto-
dologia de cálculo do motor estudado, a qual permite determinar o de-
sempenho do motor: torque, potência de eixo, perdas nos enrolamentos, 
perdas no ferro, etc. Para isso foi utilizado um modelo híbrido de cálcu-
lo através do programa de elementos finitos FEMM, versão 4.2, em 
conjunto com formulações analíticas conhecidas da literatura. Essa me-
todologia de cálculo empregada foi validada com as medições experi-
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mentais num dinamômetro específico para esse motor linear. Estes re-
sultados foram apresentados no Capítulo 6. A grande vantagem dessa 
metodologia de cálculo é a precisão dos resultados e a velocidade de 
cálculo.  
A metodologia experimental e a bancada de testes utilizada du-
rante as medições foram apresentadas no Capítulo 4. Os testes realiza-
dos em bancada utilizaram o conceito de acoplamento Back-to-Back, ou 
seja, foram utilizados dois atuadores lineares, um na função de motor e 
o outro na função de gerador. A energia elétrica entregue ao motor é 
convertida em energia mecânica e transferida para o gerador através de 
um eixo rígido. Mostrou-se a forma em que foi feita as separações das 
perdas. 
A otimização do motor linear foi abordada no Capítulo 5 e essa 
técnica é cada vez mais utilizada pela indústria. Procurou-se com essa 
otimização obter a melhor relação de potência, eficiência e volume do 
motor. Um resultado importante dessa otimização foi o aumento da efi-
ciência em 3,58% do motor proposto relativo ao motor anterior. Um 
resultado notável tendo em vista que um compressor funciona várias 
horas por dia, implicando em uma redução do consumo de energia elé-
trica.  Adicionalmente o novo motor ficou 17% mais curto, a densidade 
de corrente foi reduzida em 6,43%, a perda Joule no cobre caiu 8,5% e a 
perda no ferro foi reduzida cerca de 16,6%. 
Os resultados experimentais, apresentados no Capítulo 6, mostra-
ram excelente concordância nos resultados teóricos para a força eletro-
motriz induzida. Também houve excelente resultado no cálculo da po-
tência mecânica através da metodologia proposta, comparada com os 
resultados medidos em dinamômetro, tendo um erro de 4,9%. Pode-se 
afirmar que o resultado está dentro de uma margem boa para projeto e 
validação dos cálculos. A diferença encontrada na força, de 7,9%, é 
maior do que o erro da potência mecânica porque no cálculo da força 
não é feita nenhuma compensação devido à simulação ser estática, como 
foi considerada para o cálculo da potência mecânica. O erro da eficiên-
cia elétrica do motor calculada em relação à eficiência medida foi de 
2,6%.  
Com esses resultados apresentados, comprovou-se que com a me-
todologia de cálculo utilizando o MEF mais as formulações analíticas 
permite calcular o desempenho do motor com bastante acuracidade. 
Ademais, essa estratégia é bastante rápida, facilitando a utilização do 
MEF nas atividades de otimização, fato que não seria possível caso tal 
estratégia fosse muito lenta ou imprecisa. 
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Ao longo dessa dissertação foi submetido e aceito um artigo téc-
nico à Conferência IEMDC 2009 (International Electric Machines and 
Drives Conference) cujo título é Analytical and 3D FEM Modeling of a 
Tubular Linear Motor Taking Into Account Radial Forces Due to Ec-
centricity [38] e um segundo artigo, ainda em avaliação, para o PEMDC 
2010 (Power Electronics, Machines and Drives) com o título Perfor-
mance Analysis of a Tubular Linear Motor Applied in Compressors. 
7.2 Sugestões para futuros trabalhos 
Evidentemente o assunto não está esgotado, pelo contrário há 
muitas oportunidades que podem ser exploradas nesse assunto. Dessa 
forma, seguem-se algumas sugestões de trabalhos futuros enumeradas 
abaixo: 
 
1. Desenvolver um dinamômetro para medir a força dinamicamente 
dos atuadores lineares; 
2. Estudar um dinamômetro com maior capacidade de excursão e 
que seja pouco sujeito a desalinhamentos radiais; 
3. Calcular as forças radiais devido a problemas na magnetização e 
excentricidade do ímã; 
4. Medir as forças radiais devido a problemas na magnetização e 
excentricidade do ímã; 
5. Desenvolver uma metodologia analítica completa, para cálculo da 
potência e da eficiência; 
6. Desenvolver e implementar uma estratégia de controle através do 
inversor com sensores e também sem sensores; 
7. Efetuar uma modelagem magnetostática tridimensional do motor 
linear usando MEF para analisar as forças radiais devido a pro-
blemas na magnetização e de excentricidade do ímã; 
8. Efetuar uma modelagem magnetodinâmica tridimensional do mo-
tor linear usando MEF, levando em consideração o movimento do 
ímã permanente. Esta modelagem permitirá analisar as correntes 
induzidas no motor linear e nas regiões em torno do motor, visto 
que no compressor existem materiais condutores ao redor do mo-
tor. 
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